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บทที่ 6
กราฟ

6.1!ความนํ า

แนวคิดพื้นฐานและทฤษฎีในเร่ืองกราฟถูกคนพบโดยนักคณิตศาสตรชาวสวิสเซอร-แลนด 
ช่ือเลยีวนารด ออยเลอร (Leonhard Euler) ในป ค.ศ. 1736 เพื่อนํ ามาใชแกปญหาสะพานโคนิก- 
สเบิรก (Konigsberg bridge problem) ซึ่งปจจุบันสะพานแหงนี้อยูในเมืองคาลินกราด ประเทศ      
สาธารณรัฐรัสเซีย (Johnsonbaugh,1984, p.99 -100) ดังรูปท่ี 6.1 โดยมีโจทยวาจะขามสะพานทั้ง 7 
เดินทางไปใหครบท้ัง 4 เมืองไดอยางไร ถามีเงื่อนไขวา แตละสะพานจะขามไดเพียงครั้งเดียวเทานั้น 
ซึ่งไดตีพิมพคํ าตอบปญหาดังกลาวดวยทฤษฎีกราฟ ในรูปดานขวาวาเปนไปไมได

รูปท่ี 6.1 สะพานโคนิกสเบิรก

การประยุกตใชงานกราฟสามารถทํ าไดหลายอยาง อาทิ ใชตรวจสอบวาวงจรจะสามารถ
สรางขึ้นจริงบนแผงวงจรไดหรือไม ใชบอกความแตกตางระหวางสารประกอบเคมี 2 ชนิดท่ีมีสูตรทาง
เคมีเหมือนกัน แตโครงสรางตางกัน ใชกํ าหนดการเช่ือมตอเครือขายคอมพิวเตอร ใชในการหาวิถีส้ัน   

B

A

C

D
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ที่สุด (shortest path) ของกระบวนการล ําเลียงขอมูลในระบบเครือขายคอมพิวเตอร ใชในจัดตาราง
สอบ และใชในการกํ าหนดชองทีวีใหกับสถานีสง เปนตน

6.2 ประเภทของกราฟ

ประเภทของกราฟจํ าแนกตามรูปแบบและคุณลักษณะไดดังตอไปน้ี

6.2.1!กราฟธรรมดา

กราฟธรรมดา (simple graph) เปนกราฟที่ไมมีเสนเชื่อมแบบวนซํ ้า (loop) และไมมี
เสนเช่ือมแบบขนาน (parallel edge) หรือเสนเชื่อมพหุ (multiple edge) ดังนิยามท่ี 6.1

นิยามท่ี 6.1 กราฟธรรมดา (simple graph)  G = (V,E) ประกอบดวย
1.! เซตที่ไมเปนเซตวางของเซตของจุด (vertices) แทนดวย V
2.! เซตของคูท่ีไมเปนลํ าดับของสมาชิกท่ีตางกันของ V เรียกวาเสนเช่ือม (edge) 
แทนดวย E

ตัวอยางกราฟธรรมดาแสดงดังรูปท่ี 6.2

รูปท่ี 6.2 กราฟธรรมดาของเครือขายคอมพิวเตอรเช่ือมระหวางรัฐในอเมริกา
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6.2.2 พหุกราฟ

พหุกราฟ (multigraph) เปนกราฟท่ีไมมีเสนเชื่อมแบบวนซํ้ า แตมีเสนเชื่อมแบบ
ขนาน ดังนิยามท่ี 6.2

นิยามท่ี 6.2 พหุกราฟ G=(V,E) ประกอบดวยเซตของจุด  V, เสนเช่ือม  E และ
               ฟงกชัน f:E → {{u,v}|u,v∈ V,u≠v}

เสนเชื่อม  e1 และ e2 จะเรียกวาเสนเช่ือมขนาน  หรือเสนเชื่อมพหุ ถา f(e1)=f(e2) โดย
ที่ระหวางจุด (vertex) 2 จุด อาจจะมีเสนเชื่อมมากกวา 1 ได แตจะไมมีการวนซํ้ า    
ดังรูปท่ี 6.3 ที่เครือขายของเมืองลอสแองเจิลลิส กับเมืองเดนเวอร และเมืองเดนเวอร
กับเมืองชิคาโก เปนตน   

รูปท่ี 6.3 พหุกราฟของเครือขายคอมพิวเตอรเช่ือมระหวางรัฐในอเมริกา

6.2.3 กราฟเทียม

กราฟเทียม (pseudograph) เปนกราฟที่เสนเชื่อมไมมีทิศทาง การอางอิงจะใชเซต
ของคูจุดแทน ดังนิยามท่ี 6.3

นิยามท่ี 6.3 กราฟเทียม G=(V,E) ประกอบดวยเซตของจุด V, เสนเชื่อม E และฟงกชัน  f:E→

{{u,v}|u,v ∈ V} เสนเชื่อมจะเปนการวนซํ ้า ถา f(e)={u} ∃ u∈ V ซ่ึงเปนคุณสมบัติโดย
ท่ัวไปของกราฟไมระบุทิศทาง (undirected graph) ดังรูปท่ี 6.4
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รูปท่ี  6.4 กราฟเทียมของเครือขายคอมพิวเตอรเช่ือมระหวางรัฐในอเมริกา

6.2.4!กราฟระบุทิศทาง

 กราฟระบุทิศทาง (directed graph) จะมีลูกศรกํ ากับทิศทางของเสนเช่ือมแตละ
เสนในกราฟและยังสามารถใชคูล ําดับของจุดแทนเสนเช่ือม ถาเสนเช่ือมท่ีจุดปลายท้ังสองเปนจุดเดียว
กันจะเรียกวามีการวนซ้ํ า ดังนิยามท่ี 6.4

นิยามท่ี 6.4 กราฟระบุทิศทาง (V,E) ประกอบดวยเซตของเซตของจุด V และเสนเชื่อม E ซ่ึงเปนคู
ลํ าดับของสมาชิก V ท่ีมีลูกศรกํ ากับทิศทางของเสนเชื่อม และถามีเสนเชื่อมแบบ
ขนานจะที่มีทิศทางเหมือนกันไมได ดังรูปท่ี 6.5

รูปท่ี 6.5 กราฟระบุทิศทางของเครือขายคอมพิวเตอรเช่ือมระหวางรัฐในอเมริกา
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6.2.5 พหุกราฟระบุทิศทาง

พหุกราฟระบุทิศทาง (directed multigraph) จะมีลูกศรกํ ากับทิศทางของเสนเช่ือม
แตละเสนในกราฟเหมือนกับกราฟระบุทิศทางทุกอยางตางกันเพียงเสนเช่ือมขนานจะมีทิศทางเดียวกัน
ได ดังนิยามท่ี 6.5

นิยามท่ี 6.5 พหุกราฟระบุทิศทาง G=(V,E) ประกอบดวยเซตของเซตของจุด  V, เสนเช่ือม E และ
ฟงกชัน f:E→{(u,v)|u,v∈ V} เสนเชื่อม e1 และ e2 จะเปนเสนเชื่อมขนานหรือเสน
เชื่อมพหุ ถา f(e1)=f(e2) และเสนเช่ือมขนานจะมีทิศทางเดียวกันได ดังรูปท่ี 6.6 จาก
เมืองเดนเวอรไปชิคาโกมีเสนคูขนานท้ังขาไปและกลับ ซึ่งขาไปทั้ง 2 เสนมีทิศทาง
เดียวกัน และขากลับท้ัง 2 เสนก็มีทิศทางเดียวกันได เปนตน

รูปท่ี 6.6 พหุกราฟระบุทิศทางของเครือขายคอมพิวเตอรเช่ือมระหวางรัฐในอเมริกา

สรุปรูปแบบประเภทของกราฟ แบงตามลักษณะท่ีตางกันได ดังตารางท่ี 6.1

ตารางที่ 6.1 รูปแบบประเภทของกราฟตาง ๆ
ประเภทของกราฟ ทิศทาง เสนเชื่อมพหุ การวนซ้ํ า

กราฟธรรมดา
พหุกราฟ
กราฟเทียม
กราฟระบุทิศทาง
พหุกราฟระบุทิศทาง

ไมระบุ
ไมระบุ
ไมระบุ
ระบุ
ระบุ

ไมมี
มี
มี
ไมมี
มี

ไมมี
ไมมี
มี
มี
มี

ที่มา (Rosen, 1995, p.433)
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ตัวอยางท่ี 6.1 พิจารณากราฟที่ก ําหนดใหวาเปนกราฟประเภทใด

รูป (ก) เปนกราฟธรรมดาเพราะไมมีเสนเชื่อมแบบวนซํ้ าและไมมีเสนเชื่อมแบบขนาน
รูป (ข) เปนกราฟเทียมเพราะมีเสนเชื่อมที่ไมมีทิศทางและมีการวนซํ้ า
รูป (ค) เปนกราฟระบุทิศทางเพราะมีลูกศรกํ ากับทิศทางของเสนเช่ือม และมีเสน

 เชื่อมแบบขนานที่มีทิศทางไมเหมือนกัน
รูป (ง) เปนพหุกราฟระบุทิศทางเพราะมีลูกศรก ํากับทิศทางของเสนเช่ือม และมีเสน
  เชื่อมแบบขนานที่มีทิศทางเหมือนกัน           ❙

6.3 แบบจํ าลองกราฟ

แบบจํ าลองกราฟ (graph model) เปนการใชกราฟนํ าเสนอขอมูลจากขอบเขตของท่ีไดรับ
มาโดยจะแสดงความเก่ียวของของวัตถุ (Rosen, 1995, p.433)

ตัวอยางที ่ 6.2    กราฟโพลงทับกัน (niche overlap) ในระบบนิเวศนของแบบจํ าลองการดํ ารงชีพที่
เก่ียวของกับสัตวสปชีสตาง ๆ เชน แสดงการแยงอาหารของสัตวประเภทตางๆ

a b

c d

b c

e da

a b

c d

a b

c
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(ก) (ข)

(ค) (ง)
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รูปท่ี 6.7 การดํ ารงชีพในระบบนิเวศนของสัตวในรูปแบบจํ าลองกราฟ

ให สปชีสของสตัวแทนดวยเซตของจุดและการตอสูแทนดวยเสนเช่ือม
กราฟในรูปท่ี 6.7 บอกไดวากากับเหย่ียวแยงอาหารกัน แตเหย่ียวกับกระรอก ไมแยง
อาหารกัน เปนตน               ❙

ตัวอยางที ่6.3    กราฟอิทธิพลท่ีใชแทนแบบจํ าลองพฤติกรรมดานอิทธิพลของคนหน่ึงท่ี
                      มีตอความคิดของคนอ่ืน

รูปท่ี 6.8 กราฟท่ีใชแทนแบบจํ าลองอิทธพิลของคน

แรคคูน
เหยี่ยว

กระแต

แมวปา

นกเคาแมว

กากระรอก

หนู
นกหัวขวาน

สมชาย สมศักด์ิ

สมชาติ สมทรง สมบัติ
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จากกราฟในรูปท่ี 6.8 สมศักด์ิและสมชาติมีอิทธิพลกับสมชายแตสมชายไมมี  
อิทธิพลกับสมศักด์ิและสมชาติ หรือสมศักด์ิกับสมบัติตางมอิีทธิพลซ่ึงกันและกัน 
เปนตน           ❙

ตัวอยางท่ี 6.4 การแขงขันแบบพบกันหมดใชแบบจ ําลองของการจัดการแขงขันกีฬา โดยท่ีแตละ
ทีมจะแขงกับทีมอ่ืน ๆ เพียงครั้งเดียว

รูปท่ี 6.9 กราฟท่ีใชแทนแบบจํ าลองอิทธพิลของคน

จากกราฟในรูปท่ี 6.9 ทีม 6 แขงขันกับทีม 1,2,3,4 และ 5 และชนะทีม 2,3 และ 4 
แตแพใหแกทีม 1 และทีม 5 เปนตน           ❙

ตัวอยางท่ี 6.5 กราฟลํ าดับกอนหนา (precedence graphs) ใชกับแบบจํ าลองท่ีแทนการ
ประมวลผลคํ าส่ังตาง ๆ ใน โปรแกรมแบบประมวลผลพรอมกัน ซึ่งจะทํ าใหการ
ประมวลผลเร็วขึ้น เพราะแสดงไดพรอม ๆ กันไมตองรอ

ทีม A  ชนะ ทีม B

ทีม 1 ทีม 2

ทีม 3ทีม 6

ทีม 5 ทีม 4

A B
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S1 a:=0
S2 b:=1
S3 c:=a+1
S4 d:=b+a
S5 e:=d+1
S6 e:=c+d

รูปท่ี 6.10 กราฟล ําดับกอนหนาแสดงการประมวลผลโปรแกรม

จากรูปท่ี 6.10 กราฟแสดงใหเห็นถึง คํ าสั่ง S5 จะไมสามารถประมวลผลไดถา    
คํ าสั่ง S1,S2 และ S4 ยังไมไดทํ าการประมวลผล เปนตน           ❙

6.4 บัญญัติศัพทของกราฟ

เพื่อใหเกิดความสอดคลองตองกันของการศึกษาเร่ืองของกราฟ ไดมีการบัญญัติศัพทท่ี
เก่ียวของกับสวนประกอบตาง ๆ ท่ีใชในเร่ืองของกราฟดังตอไปน้ี

6.4.1 ค ําศัพทพื้นฐาน

คํ าศัพทพื้นฐานในเร่ืองกราฟจะเปนการอธิบายเซตของจุดและเสนเชื่อมของกราฟท่ี
ไมระบุทิศทางโดยมีนิยามท่ีเก่ียวของดังตอไปน้ี

S6

S3

S1 S2

S4

S5
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b c

f ea

d

g

a b

e d

c

นิยามท่ี 6.6 ถามีจุด 2 จุด u และ v ในกราฟไมระบุทิศทาง G จะเรียกจุดสองจุดน้ันวาตอกัน 
(adjacent) ใน G และเรียกจุดท่ีเปนจุดปลายของเสนเช่ือมหน่ึงวาติดกับ (incident)  

นิยามท่ี 6.7 จํ านวนของเสนเช่ือมท่ีติดกับจุด v จะเรียกวาดีกรี (degree) ของจุด v  แตในกรณีท่ี
เปนเสนเช่ือมแบบวนซ้ํ าจะนับเสนเชื่อมเทากับ 2 เสน เขียนเปน deg(v)   

จุดท่ีมีดีกรี = 0 เรียกวาจุดโดดเด่ียว (isolated)
จุดท่ีมีดีกรี = 1 เรียกวาจุดคาง (pendant)

ตัวอยางที ่6.6 จงหาดีกรีของจุดทุกจุดของกราฟในรูป ท่ี 6.11
deg(a)= 2
deg(b)= deg(c)= deg(f) =4
deg(d)= 1
deg(e)= 3
deg(g)= 0                ❙

                   รูปท่ี 6.11 กราฟตัวอยางไมมีการวนซ้ํ า

ตัวอยางที ่6.7 จงหาดีกรีของจุดทุกจุดของกราฟในรูป ท่ี 6.12

deg(a)= 4
deg(b)= deg(e)= 6
deg(c)= 1
deg(d)= 5                ❙

               รูปท่ี 6.12 กราฟตัวอยางท่ีมีการวนซ้ํ า
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ทฤษฎบีทท่ี 6.1 ทฤษฎีการจับมือ (handshaking theorem) ให G=(V,E) เปนกราฟไมระบุทิศทาง 
ซึ่งมีจ ํานวนเสนเช่ือมเทากับ e  แลว

2 e = ( )∑
∈ Vv

vdeg

ซ่ึงหมายถึงผลรวมของดีกรีของทุก ๆ จุดในกราฟไมระบุทิศทาง G จะเปนสองเทา
ของจํ านวนเสนเช่ือมท้ังหมดในกราฟ

พิสูจนท่ี 6.1 เนื่องจากเสนเชื่อมใด ๆ จะติดอยูกับจุด 2 จุด ดังนั้นเสนเชื่อมหนึ่งจะถูกนับเปน
หน่ึงในดีกรีของแตละจุดปลาย (ถูกนับ 2 คร้ัง) ดังน้ันผลรวมดีกรีของจุดทุกจุดจึง
เปนสองเทาขอจ ํานวนเสนเชื่อมทั้งหมด

ตัวอยางที ่6.8 จงหาจํ านวนเสนเชื่อมในกราฟซึ่งม ี10 จุดแตละจุด มีดีกร ี= 6
2 e =10+10+10+10+10+10
∴ e = 30            ❙

ทฤษฎบีทท่ี 6.2 กราฟไมระบุทิศทาง จะมีจํ านวนจุดซ่ึงมีดีกรีเปนเลขค่ี เปนจ ํานวนเลขคู

พิสูจนท่ี 6.2 ให V1 = เซตของจุดซ่ึงมีดีกรีคู
         V2 = เซตของจุดซ่ึงมีดีกรีค่ี
        2 e = ( )∑

∈ Vv
vdeg  = ( )∑

∈ 1
deg
Vv

v  + ( )∑
∈ 2

deg
Vv

v

        เลขคู  เลขคู
      ∴ จํ านวนใน V2 ตองเปนเลขคู

นิยามท่ี 6.8 เมื่อ (u,v) เปนเสนเช่ือมของกราฟ G ซึ่งเปนกราฟไมระบุทิศทาง แลว u จะถูกเรียกวา
ตอกันท่ี v และ v จะถูกเรียกวาตอกันจาก u
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a

b

e d

c

f

u เรียกวาจุดเร่ิม ( initial) ของ (u,v)
v เรียกวาจุดปลาย (terminal) ของ (u,v)
ถา u=v เสนเชื่อมจะเปนการวนซํ ้า

นิยามท่ี 6.9 สํ าหรับกราฟท่ีมีเสนเช่ือมท่ีระบุทิศทาง

ดีกรีขาเขา (in-degree) ของจุด v (deg--(v)) คือจํ านวนเสนเชื่อมที่ม ีv เปนจุดปลาย
ดีกรีขาออก (out-degree) ของ v (deg+(v)) คือจํ านวนเสนเชื่อมที่ม ีv เปนจุดเร่ิม

ตัวอยางที ่6.9 จงหาดีกรีขาเขาและดีกรีขาออกของทุกจุดในกราฟรูปท่ี 6.13

รูปท่ี 6.13 กราฟตัวอยางในการหาดีกรีขาเขาและออก

deg-(a)=2, deg-(b)=2, deg-(c)=3, deg-(d)=2, deg-(e)=3, deg-(f)=0
deg+(a)=4, deg+(b)=1, deg+(c)=2, deg+(d)=2, deg+(e)=3, deg+(f)=0        ❙

ทฤษฎบีทท่ี 6.3 ให G = (V,E) เปนกราฟซึ่งมีเสนเชื่อมที่ระบุทิศทาง
แลว ( )∑

∈

−

Vv
vdeg  = ( )∑

∈

+

Vv
vdeg =|E|
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6.4.2!สิ่งพิเศษของกราฟธรรมดา

สิ่งพิเศษของกราฟธรรมดาคือเมื่อนํ ามาจัดรูปแบบของจุดและเสนเชื่อมใหมจะท ําให
เกิดกราฟชนิดตาง ๆ ไดดังตอไปน้ี

ตัวอยางที ่6.10 กราฟบริบูรณ (complete graph) Kn คือกราฟธรรมดาที่มีเสนเชื่อมเพียง 1 เสน
ระหวางจุด 2 จุดใด ๆ ท่ีตางกัน ดังรูปท่ี 6.14

รูปท่ี 6.14 กราฟบริบูรณรูปแบบตาง ๆ

ตัวอยางที ่6.11 วงกลม (cycle) Cn,n≥3 ประกอบดวย n จุด v1,v2,…,vn และเสนเชื่อม {v1,v2},
{v2,v3},…,{vn-1,vn}, และ { vn,v1}  ดังรูปท่ี 6.15

รูปท่ี 6.15 วงกลมรูปแบบตาง ๆ

K1 K2 K3 K4 K5 K6

C3 C4
C5 C6

❙

❙
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ตัวอยางที ่6.12 วงลอ (wheel) Wn ไดจากการเพิ่มจุดเขาไปในวงกลม cn,n≥3 และเชื่อมจุดใหมนี้
กับ n จุด ของ cn  ดังรูปท่ี 6.16

รูปท่ี 6.16 วงลอรูปแบบตาง ๆ

ตัวอยางที ่6.13 n-ลูกบาศก (n-cubes) Qn เปนกราฟท่ีมีจุดแทน 2n บิตของสายอักษรขนาด n 
จํ านวน 2 จุด จะตอกันก็ตอเม่ือสายของบิตท่ีมันแทนตางกันเพียง 1 บิต ดังรูปท่ี 
6.17

รูปท่ี 6.17 ลูกบาศกรูปแบบตาง ๆ

6.4.3 กราฟสองฝาย

กราฟสองฝาย (bipartite graph) จะเปนกราฟท่ีมีการแบงจุดออกเปน 2 ฝายชัดเจน
โดยท้ัง 2 ฝายตางก็ไมเปนเซตวางและจุดของแตละฝายตองแยกจากกันอยางสมบูรณ ดังนิยามท่ี 6.10

W3 W4 W5 W6

Q1 Q2

Q3100

110

010

101

000 001

011

111

10 11

00 01

0 1

❙

❙
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V1
V1

V3

V5

V2

V2

V4

V6

นิยามท่ี 6.10 กราฟธรรมดา G จะเรียกวากราฟสองฝาย ถาเซตจุดของ V สามารถจะแบงเปน 2 
สวนท่ีไมวางและเปนสวนเดียวกัน  V1 และ V2 โดยท่ีเสนเชื่อมทุกเสนเชื่อมในกราฟจะ
เชื่อมตอระหวางจุดใน V1และ ใน V2

ตัวอยางที ่6.14 กราฟตอไปน้ีขอใดเปนกราฟสองฝาย

 เปนกราฟสองฝาย       ไมเปนกราฟสองฝาย               ❙

ตัวอยางที ่6.15 กราฟตอไปน้ีขอใดเปนกราฟสองฝาย

a b

c

de

f

g

a b

e d

f c

กราฟ G เปนกราฟสองฝายเพราะ
สามารถแบงเปนสองฝายที่ไมเกี่ยวของ
กันชดัเจนคือ {a,b,d} กับ {c,e,f,g}

กราฟ H ไมเปนกราฟสองฝายเพราะ
ไมสามารถแบงเปนสองสวนท่ีไมเก่ียวของ
กันชดัเจนไดพิจารณาจาก จุด a,b และ 
f จะสัมพันธกัน

G H

❙
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ตัวอยางท่ี 6.16 กราฟ G จะเปนกราฟสองฝายบริบูรณ  Km,n ถาจุดของมันสามารถจะแบงเปน 2 
เซตยอยท่ีมี m และ n จุด และจะมีเสนเชื่อมระหวาง 2 จุดใด ๆ ก็ตอเม่ือจุดหน่ึงอยู
ในเซตยอยหนึ่ง และอีกจุดหน่ึงอยูในอีกเซตยอยหน่ึงเทาน้ัน ดังรูปท่ี 6.18

          ❙

รูปท่ี 6.18 ตัวอยางของกราฟสองฝายบริบูรณ
.

6.4.4 การประยุกตใชงานกราฟแบบพิเศษ

การประยุกตใชงานกราฟแบบพิเศษสามารถทํ าไดในระบบเครือขายทองถ่ิน (Local 
Area Network: LAN) โดยแทนการเชื่อมตอของเคร่ืองคอมพิวเตอรและอุปกรณรอบขางตาง ๆ เขา
ดวยกันในระยะทางที่ไมไกลมากนัก แบงประเภทการเช่ือมตอได ดังรูปท่ี 6.19

6.5! การเชื่อมตอ  

การเช่ือมตอ (connectivity) เปนปญหาท่ีสามารถสรางแบบจํ าลองดวยกราฟซ่ึงเก่ียวของ
กับการเดินทาง อาทิ การสงขอมูลระหวางคอมพิวเตอร เสนทางส ําหรับการสงไปรษณียอิเล็กทรอนิกส  
การเก็บขยะและการวิเคราะหเครือขาย เปนตน รูปแบบการเช่ือมตอมีดังตอไปน้ี

K2,3 K3,3

K3,5 K2,6
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โทโพโลจีดาว (star topology)
มีจุดศูนยกลางเช่ือมตอไปยังอุปกรณอ่ืน ๆ  ท้ัง
หมดจะใชกราฟสองฝายบริบูรณ K1,n

โทโพโลจีวงแหวน (ring topology)
แตละอุปกรณจะเช่ือมตอไปยังอุปกรณอ่ืน 2 ขาง
เทาน้ัน จะใช กราฟวงกลม Cn

โทโพโลจีลูกผสม (hybrid topology)
รวมกันระหวางโทโพโลจีดาวและวงแหวน ขอมูล
อาจจะสงผานไปตามวงแหวนหรือศูนยกลางของ
อุปกรณซึ่งจะเสถียรมากขึ้น จะใชกราฟวงลอ Wn

รูปท่ี 6.19 การประยุกตใชกราฟในโทโพโลจีเครือขายคอมพิวเตอร

6.5.1 วิถีและวงจรในกราฟไมระบุทิศทาง

นิยามท่ี 6.11 วิถีขนาด n จาก u ไป v ในกราฟไมระบุทิศทางจะเปนอันดับของเสนเช่ือม e1,e2,…,en

ของกราฟ ซึ่ง
f(e1) = {x0,x1}, f(e2) = {x1,x2},…,f(en) = {xn-1,xn}
เมื่อ x0 = u,xn=v (เขียนเปน x0,x1,x2,…xn)

วิถีจะเปนวงจร (circuit) ถา x0,xn เปนจุดเดียวกัน หรือ u=v
วิถีธรรมดา (simple path) คือวิถีหรือวงจรซึ่งไมมีเสนเชื่อมซํ้ ากัน
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ตัวอยางที ่6.17 พิจารณากราฟธรรมดา  ในรูปท่ี 6.20 หาวิถีและวงจร

รูปท่ี 6.20 กราฟธรรมดา

“a,d,c,f,e” เปนวิถีธรรมดาขนาด 4 คือ {a,d},{d,c}, {c,f} และ {f,c}
“d,e,c,a” ไมเปน เพราะ {e,c} ไมใชเสนเชื่อม
“b,c,f,e,b” เปนวงจรขนาด 4 คือ {b,c}, {c,f},{f,e} และ {e,b}

                       “a,b,e,d,a,b” ไมเปนวิถีธรรมดาเพราะมีเสนเชื่อม {a,b} ซํ้ ากัน 2 คร้ัง                 ❙

6.5.2!วิถีและวงจรในกราฟระบุทิศทาง

นิยามท่ี 6.12 วิถีขนาด n จาก u ไป v ในกราฟระบุทิศทาง จะเปนอันดับของเสนเช่ือม
e1,e2,e3,…,en ซึ่ง
f(e1) = (x0,x1), f(e2) = (x1,x2),…,f(xn) = (xn-1,xn)   โดยท่ี x0 = u, xn = v
ถาไมมีเสนเชื่อมพห ุ จะเขียนแทนกราฟดวย x0,x1,…,xn วงจรหรือวงกลมจะเปน วิถี
ซึ่ง u=v  วิถีธรรมดาคือวิถีหรือวงจรซึ่งไมมีเสนเชื่อมซํ้ ากัน

6.5.3 การตอถึงกันในกราฟไมระบุทิศทาง

นิยามท่ี 6.13 กราฟไมระบุทิศทางจะเรียกวามีการตอถึงกันถามีวิถีระหวางทุก ๆ คู ของจุด

a b

d e

c

f
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ตัวอยางที ่6.18 กราฟดังรูปท่ี 6.21 ตอไปน้ีขอใดมีการตอถึงกัน

                                ❙

รูปท่ี 6.21 กราฟตัวอยางเพ่ือพิจารณาการตอถึงกัน

ทฤษฎบีทท่ี 6.4 ในกราฟตอถึงกันจะมีกราฟธรรมดาระหวาง 2 จุดใด ๆ เสมอ

พิสูจนท่ี 6.4 ให u และ v เปน 2 จุดใด ๆ ท่ีตางกันของ G (V,E)
∴  G มีการตอถึงกัน
∴  จะมีวิถีระหวาง u และ v อยางนอย 1 วิถี
วิถีท่ีสั้นท่ีสุดจะสรางรูปแบบเปนกราฟธรรมดาเพราะถามี xi = xj สํ าหรับจุดในวิถี
แลว วิถีนี้ไมใชวิถีที่สั้นที่สุด ระหวาง u และ v
กราฟท่ีไมมีการตอถึงกันจะประกอบดวยกราฟยอย (subgraph) ซึ่งไมมีจุดรวม
กราฟยอยท่ีไมมีการตอถึงกัน (disconnected) และไมอยูในเซตเดียวกันจะเรียก
วาตัวประกอบ (component) ของกราฟ

มกีารตอถึงกัน ไมมีการตอถึงกัน

a b

f d

g e

c

a
b

c

d

e

f
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ตัวอยางที ่6.19 จงหาตัวประกอบการตอถึงกันของกราฟจากรูปท่ี 6.22

รูปท่ี 6.22 กราฟ G และตัวประกอบของกราฟ G (G1,G2 และ G3)

การตัดจุดในกราฟตอถึงกัน (รวมเสนเช่ือมท่ีติดกับจุดน้ัน) จะทํ าใหเปนกราฟไมตอ
ถึงกัน  และการตัดเสนเช่ือมทํ าใหกราฟตอถึงกันกลายเปนกราฟไมตอถึงกัน        ❙

ตัวอยางที ่6.20 จงหาการตัดจุดในกราฟดังรูปท่ี 6.23 และการตัดเสนเช่ือมของกราฟตอไปน้ีให
เปนกราฟไมตอถึงกัน

         วิธีทํ า    ทํ าใหเปนกราฟไมตอถึงกันโดย
           ตัดจดุในกราฟ  : b,c,e
           ตัดเสนเช่ือม   : {a,b},{c,e}         ❙

รูปท่ี 6.23 กราฟตอถึงกัน

a c

b

d e

gh

f

a d

b c

f

e h

g

G2
G1 G3

a b

d c

d c

c

G
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6.5.4 การตอถึงกันในกราฟระบุทิศทาง

นิยามท่ี 6.14 กราฟระบุทิศทางจะเปนการเช่ือมตอแข็งแกรง (strongly connected) ถามีวิถีจาก a 
ไป b และจาก b ไป a เมื่อ a,b เปน จุดใน G แตอาจจะเปนการเช่ือมตอออนแอ 
(weakly connected) ถามีวิถีระหวางจุด 2 จุดใด ๆ โดยไมคํ านึงถึงทิศทาง (คิด
เหมือนเปนกราฟไมระบุทิศทาง)

ตัวอยางท่ี 6.21 พิจารณากราฟจากรูปท่ี 6.24 ตอไปน้ีกราฟใดมีการเช่ือมตอแข็งแกรงและมีการ
เชื่อมตอออนแอ

           G    H

รูปท่ี 6.24 กราฟตัวอยางสํ าหรับพิจารณาการเช่ือมตอ

6.5.5 วิถีและการพองรูปกัน

วิถีและวงจรจะชวยบอกไดวากราฟพองรูปกัน (isomorphism) หรือไม วงจรธรรมดา
ขนาดตาง ๆ ท่ีปรากฏในกราฟจะชวยบอกไดวากราฟพองรูปกันหรือไม วิถีชวยสรางการช้ีตํ าแหนงวา
เปนการพองรูปกัน โดยกราฟท่ีพองรูปกันตองมีจํ านวนจุดและเสนเชื่อมเทากัน จํ านวนและดีกรีของจุด
เทากัน มีวงจรธรรมดาขนาดเทากัน และมีวิถีท่ีผานทุกจุดเร่ิมและจบดวยดีกรีท่ีเทากัน

a b

e d

c

a b

e d

c

กราฟ G มีมีการเชื่อมตอแข็งแกรงและ
มีการเช่ือมตอออนแอดวย

กราฟ H มีเฉพาะการเชื่อมตอออนแอ
เพราะบางคูไมมีวิถีเชน  A ↛ b ❙
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ตัวอยางที ่6.22 จงพิจารณาวากราฟ G และ H จากรูปท่ี 6.25 พองรูปกันหรือไม

          G                   H
รูปท่ี 6.25 กราฟตัวอยางท่ีไมมีการพองรูปกัน

เลือกพิจารณาสิ่งที่ตางกัน
1. กราฟ G และ H มีจุดและเสนเชื่อมเทากัน
2. กราฟ G และ H มีจํ านวนและดีกรีของจุดเทากัน

    3. H มีวงจรธรรมดาขนาด = 3 แต G ไมมี
    ∴  H,G ไมพองรูปกัน            ❙

ตัวอยางที ่6.23 จงพิจารณาวากราฟ G และ H จากรูปท่ี 6.26 วาพองรูปกันหรือไม

          G        H
รูปท่ี 6.26 กราฟตัวอยางท่ีมีการพองรูปกัน

U1

U2U6

U4

U3U5

U1

U2U6

U4

U3U5

U1

U2

U4

U3

U5

U1

U2

U4

U3

U5
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เลือกพิจารณาสิ่งที่ตางกัน
1.! กราฟ G และ H มีจํ านวนจุดและเสนเชื่อมเทากัน
2.! กราฟ G และ H มีจํ านวนและดีกรีของจุดเทากัน
3.! มีวงจรธรรมดาขนาด 3,4,5 ดังน้ัน H และ G อาจจะพองรูปกัน
4.! ลองพยายามหา f  พิจารณาจากวิถ ีu1,u4,u3,u2,u5 ใน G และ v3,v2,v1,v5,v4

ใน H  วิถีท่ีผานทุกจุดเร่ิมและจบดวย v มีดีกร ี= 3

ให f(u1) = v3 f(u2) = v5 { f การสงวนเสนเช่ือมท่ีตอกันแบบเมทริกซ
f(u4) = v2 f(u5) = v4    ของท้ังคูเหมือนกัน }
f(u3) = v1

∴  กราฟ G และ H พองรูปกัน            ❙

6.5.6 การนับวิถีระหวางจุด

การนับจํ านวนวิถีระหวางจุด สามารถทํ าไดโดยใชเมทริกซตอกัน (adjacency matrix)
ดังทฤษฎบีทท่ี 6.5

ทฤษฎบีทท่ี 6.5 ให G เปนกราฟ และ A เปนเมทริกซตอกันท่ีเกียวของกับ v1,v2,…vn (อาจจะเปน
การระบุทิศทางหรือไมระบุทิศทางที่เปนพหุกราฟและมีการวนซํ ้า) จํ านวนวิถีขนาด 
r จาก vi ไป vj จะเทากับดัชนีกํ ากับ (i,j)th ของ Ar

พิสูจนท่ี 6.5 ใชอุปนัยเชิงคณิตศาสตร
ท่ี r=1 จํ านวนวิถีจาก vi ไป vj ขนาด =1 จะเทากับดัชนีกํ ากับ (i,j)th เพราะ ดัชนี

กํ ากับน้ีเปนจํ านวนเสนเชื่อมจาก vi ไป vj

สมมติ เปนจริงที ่r
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น่ันคือ (i,j)th ของ Ar เปนจ ํานวนวิถีขนาด =r จาก vi ไป vj

∵Ai+1 = Ai⋅A

(i,j)thentry ของ Ar+1 = bi1a1j+bi2a2j+…+binanj

bik = (i,k)th  ดัชนีกํ ากับ ของ Ar = จํ านวนวิถีขนาด r จาก vi ไป vk

akj = (k,j)th  ดัชนีกํ ากับ ของ A = จํ านวนวิถีขนาด 1 จาก vk ไป vj

∴ โดยกฏของการคูณของการนับจํ านวน วิถีของความยาว r+1
= (จํ านวนวิถี จาก vi ไป vk ) x (จํ านวนวิถี จาก vk ไป vj)
ผลรวมของจุดท่ีเปนไปได K จะไดจํ านวนวิถีขนาด r+1 ทั้งหมด
∴∴∴∴  เปนจริงที ่r+1

ตัวอยางที ่6.24 จงหาจํ านวนวิถีขนาด =4 ท้ังหมดจาก a ไป d ของกราฟ G ซ่ึงแสดงดังน้ี

จํ านวนวิถีขนาด 4 จาก a ไป d จะเทากับ ดัชนีกํ ากับ (1,4)th ของ A4

∴ มี 8 วิถี

A =

0   1   1   0
1   0   0   1
1   0   0   1
0   1   1   0

8   0   0   8
0   8   8   0
0   8   8   0
8   0   0   8

A4 =
a   b   a   b   d
a   b   a   c   d
a   b   d   b   d
a   b   d   c   d

a   c   a   b   d
a   c   a   c   d
a   c   d   b   d
a   c   d   c   d

a b

d c

e
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จุดหลักสํ าคัญ (vertex basis) ในกราฟระบุทิศทางเปนเซตของจุดซ่ึงมีวิถีไปยังทุก
จุดในกราฟระบุทิศทาง   

จุดหลักสํ าคัญ = {d}            ❙

ตัวอยางที ่ 6.25   จงหานัยสํ าคัญ (significant) ของจุดหลักส ําคัญในกราฟอิทธิพลตอไปน้ี พรอมทั้ง
หาจุดหลักส ําคัญ

นัยสํ าคัญของจุดหลักสํ าคัญในกรณีน้ีคือ คนท่ีมีอิทธิพลกับคนอ่ืนท้ังหมด 
∴  จุดหลักสํ าคัญ = {สมศักด์ิ}            ❙

6.6! วถิีและวงจรของออยเลอรและของแฮมิลตัน

 วิถี วงจร และคุณสมบัติบางอยางของกราฟถูกนํ ามากํ าหนดคุณสมบัติโดยนักคณิต-
ศาสตรเพื่อน ํามาสรางทฤษฎใีชในการแกปญหา เชน ของเลียวนารด ออยเลอร จึงตั้งเพื่อเปนเกียรติชื่อ
วา วิถีและวงจรออยเลอร และของเซอร วิลเลียม แฮมิลตัน เรียกวาวิถีและวงจรแฮมิลตัน

a
b

d c

สมชาย สมศักด์ิ

สมชาติ สมทรง สมบัติ
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6.6.1 วิถีออยเลอรและวงจรออยเลอร

ออยเลอรไดใชกราฟมาชวยแกปญหาสะพานโคนิกสเบิรก เม่ือแทนดวยกราฟปญหา
จะเปลี่ยนเปน “มีวงจรธรรมดาที่บรรจุทุกเสนเชื่อมของกราฟนี้หรือไม” ดังรูปท่ี 6.27 ในดานขวามือสุด

รูปท่ี 6.27 สะพานโคนิกสเบิรกและการแกปญหาดวยกราฟ

นิยามท่ี 6.15 วงจรออยเลอร (Euler circuit) ในกราฟ G คือวงจรธรรมดาท่ีบรรจุทุกเสนเช่ือม ของ
กราฟ G วิถีออยเลอร (Euler paths) ในกราฟ G คือวงจรธรรมดาท่ีบรรจุทุกเสนเช่ือม
ของกราฟ G

6.6.2 เง่ือนไขที่จํ าเปนและพอเพียง  

ออยเลอรคนพบเงื่อนไขท่ีจํ าเปนและพอเพียง (necessary and sufficient 
condition) ท่ีจะทํ าใหกราฟตอถึงกันมีวงจรออยเลอรเม่ือเขาแกปญหาสะพานโคนิกสเบิรก น่ันคือทุก
จุดจะตองเปนดีกรีคู

6.6.2.1! เงื่อนไขจํ าเปนกลาววา ถามวีงจรออยเลอรแลว ทุกจุดจะตองเปนดีกรีคู 
สํ าหรับจุดอ่ืน ๆ ก็เชนเดียวกันจะเปนดีกรีค่ีไมได เพราะวงจรจะผานทะล ุ(pass through)

B

A

C

D

C

A

B

A
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6.6.2.2 เงือ่นไขพอเพียงกลาววาถาทุกจดุเปนดีกรีคูจะมีวงจรออยเลอร

ทฤษฎบีทท่ี 6.6 พหุกราฟตอถึงกันจะมีวงจรออยเลอร ก็ตอเม่ือทุกจุดมีดีกรีคู

ขอสังเกต ปญหาสะพานโคนิกสเบิรกทุกจุดเปนดีกรีค่ี ดังนั้นจึงไมมีวงจรออยเลอร

ขั้นตอนวิธี Procedure Euler (G:Connected multigraph with all vertices of even 
degree)

Circuit = circuit ใน G (หาใหไดซัก 1 circuit)
H = G – circuit
While H ยังมีเสนเชื่อมเหลืออยู

subcircuit =  circuit ใน H
H = H – subcircuit – จุดโดดเด่ียว
Circuit = circuit + วงจรยอยท่ีจุดท่ีเหมาะสม

End {วงจรเปนวงจรออยเลอร}

ตัวอยางท่ี 6.26 ดาบโคงของโมแฮมเมด (Mohammed’s scimitar) เปนปริศนาหน่ึงท่ีใหวาดรูปทรง
ตามท่ีกํ าหนดโดยไมยกปากกาเลย ปริศนาน้ีกํ าหนดรูปทรงเปนกราฟคลายดาบ
โคงของชาวอิสลามดังรูปท่ี 6.28 ปริศนาน้ีหาคํ าตอบดวยวงจรและวิถีออยเลอรได
หรือไม

รูปท่ี 6.28 กราฟคลายดาบโคงของชาวอิสลาม

a
e

c

b

d

f
i

g

h

j

k
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วิธีทํ า พิจารณาดีกรีของจุดท่ีเปนเลขคูท้ังหมด
∴ มีวงจรออยเลอรใชขั้นตอนวิธีในการหาวงจรออยเลอร โดยการ
1.! หาวงจร 1 วงจรท่ียาวท่ีสุดเทาท่ีจะทํ าได สมมติท ําการเลือกมาวงจรหน่ึง
คือ a,b,d,g,h,j,i,f,e,a

2.! ลบเสนเชื่อมของวงจร ในขอ 1 ออกไปจาก G และจุดท่ีโดดเด่ียวดวย
3.! หาวงจรจากกราฟท่ีเหลือ โดยเร่ิมจากจุดใดก็ไดท่ีใชรวมกันกับวงจรท่ี    
ถูกลบออกไป (จะตองมีอยางนอย 1 จุดเพราะเปนกราฟตอถึงกัน)
สมมติเลือก b เปนจุดเร่ิมตนไดวงจรเปน b,c,d,f,g,k,h,i,e,b

4.! แทรกวงจรในขอ 3 เขาไปกับวงจร 1 ไดวงจรใหมเปน
a,  b,  d,  g,  h,  j,  i,  f,  e,  a
b,  c,  d,  f,  g,  k,  h, i,  e,  b            ❙

6.6.3 ขั้นตอนวิธีของฟลิวรี     

ข้ันตอนวิธีของฟลิวรี (Fleury ’s algorithm) เปนข้ันตอนวิธีในการหาวงจรออยเลอร
ซึ่งมีลํ าดับของข้ันตอนวิธีดังตอไปน้ี

1.! เร่ิมท่ีจุดใด ๆ เลือกเสนเชื่อมที่จะประกอบเปนวงจรออยเลอร
2.!ลบเสนเชื่อมนั้นแลวเลือกเสนเชื่อมใหมโดยมีเงื่อนไขวา จะตองตอถึงกันกับเสน
เชื่อมเสนสุดทาย และเมื่อลบแลวจะตองไมทํ าใหเกิดการไมตอถึงกัน

3. ทํ าซํ้ าจนกวา จะลบเสนเชื่อมออกจากกราฟจนหมด

ทฤษฎบีทท่ี.6.7 พหุกราฟตอถึงกันใด ๆ จะมีวิถีออยเลอรแตไมมีวงจรออยเลอรก็ตอเมื่อกราฟนั้นมี
จุด 2 จุดท่ีมีดีกรีเปนจํ านวนค่ี
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พิสูจนท่ี 6.7 ถา กราฟมีวิถีออยเลอรแตไมมีวงจรออยเลอร จาก a  ไป b
∴ วิถีจะสนับสนุนใหมีจุดท่ี 1 อยูท่ีจุดของ a,b
สนับสนุนใหมีจุดท่ี 2 อยูท่ีจุดใด ๆ ระหวาง a กับ b   
∴  ดีกรีของ a,b เปนเลขค่ี จุดอ่ืนจะเปนเลขคู
ถากราฟ มี a,b เทาน้ันท่ีมีดีกรีเปนจํ านวนค่ี
∴  ถาเพิ่มเสนเชื่อมที่เชื่อมตอระหวาง a กับ b ทุกจุดจะมีดีกรีเปนจํ านวนคู
∴  จะมีวงจรออยเลอร
ดังน้ัน ถาลบเสนเช่ือม {a,b} จะไดวิถีออยเลอร

ตัวอยางที ่6.27 กราฟตอไปน้ี มีวิถีออยเลอรหรือไม

วิธีทํ า กราฟ G1 มี 2 จุดท่ีมีดีกรีค่ี กลาวคือ b และ d จากเหตุน้ีทํ าใหมีวิถี       
ออยเลอร ที่มี b และ d เปนจุดสุดทาย สวนกราฟ G2มี 2 จุดท่ีมีดีกรีค่ี 
กลาวคือ b และ f ดังนั้นจึงมีวิถีออยเลอรที่ม ีb และ f เปนจุดสุดทาย สวน
กราฟ G3 ไมมีวิถีออยเลอรเนื่องจากม ี6 จุดท่ีมีดีกรีค่ี            ❙

6.6.4 วิถีแฮมิลตันและวงจรแฮมิลตัน   

นิยามท่ี 6.16 วิถี x0,x1,x2,…,xn+1,xn ในกราฟ G = (V,E) เปนวิถีแฮมิลตัน (Hamilton paths) ถา V=    
{ x0,x1,x2,…,xn} และ xi ≠ xj สํ าหรับ 0 ≤ i < j ≤ n และวงจร x0,x1,…,xn ,x0 จะเรียก
วาวงจรแฮมิลตัน (Hamilton circuit) ถา x0,x1,…,xn เปนวิถีแฮมิลตัน

a g

b c

f

d

a b

d e

e a b

cgf

G1 G2
G3
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นิยามดังกลาวมาจากปริศนาแฮมิลตัน กํ าหนดรูปทรงซึ่งม ี12 หนา แตละหนาเปนหา
เหลี่ยม ถาใหจุดแทนเมืองตาง ๆ ในโลก (มี 20 จุด) จะมีวิธีเดินทางไปยังเมืองตาง ๆ 
แลวกลับมาท่ีเดิมไดอยางไร

รูปท่ี 6.29 ปริศนาแฮมิลตัน
ที่มา(วทิยา วัชระวิทยากุล และสมชาย ประสิทธ์ิจูตระกูล, 2536, หนา188-189)

การตรวจสอบวากราฟมีวงจรแฮมิลตันหรือไม ทํ าไดดวยการตรวจสอบวาไมมี 
เงื่อนไขที่จ ําเปนและพอเพียงส ําหรับวงจรแฮมิลตันท่ีมีอยู

ขอสังเกต 1. ถากราฟมีจุดดีกรี 1 จะไมมีวงจรแฮมิลตัน  
2. เสนเชือ่มท่ีติดกับ จุดดีกรี 2 จะตองอยูในวงจรแฮมิลตันใด ๆ (ถามี)
3. ขณะที่สรางวงจรแฮมิลตัน เมื่อวิถีผานจุดใด เสนเชื่อมอื่น ๆ ท่ีติดกับจุด   น้ัน ๆ 
สามารถตัดออกไปได

4. วงจรแฮมิลตันจะไมบรรจุวงจรแฮมิลตันที่เล็กกวา

แทนใน 2 มิติ

คํ าตอบคือ
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ตัวอยางที ่6.28 พิจารณากราฟตอไปนี้วามีวิถีแฮมิลตันและวงจรแฮมิลตันหรือไม
        a    b         a                b         a                  b

วิธีทํ า
กราฟ G1 มีวงจรแฮมิลตัน คือ a, b, c, d, e, a  กราฟ G2 ไมมีวงจร   

แฮมิลตัน เพราะทุก ๆ จุดตองผานเสนเช่ือม {a,b} สองคร้ัง แต G2 มีวิถีแฮมิลตัน
คือ a,b,c,d สวน G3 ไมมีทั้งวงจรแฮมิลตันและวิถีแฮมิลตัน เพราะบางวิถีของ   
ทุก ๆ จุดตองผานเสนเช่ือมเสนใดเสนหน่ึงของ {a,b}, {e,f} และ {c,d} มากกวา 1 
คร้ัง            ❙

ตัวอยางที ่6.29 Kn, n ≥ 3 มีวงจรแฮมิลตันเสมอเพราะทุกคูของจุดใด ๆ จะมีเสนเชื่อมตอถึงกัน
เสมอ            ❙

ทฤษฎบีทท่ี 6.8 ถา G เปนกราฟธรรมดาท่ีตอถึงกัน ซึ่งม ี n จุด เมื่อ n ≥ 3 แลว G จะมีวงจร        
แฮมิลตัน ถาดีกรีของแตละจุด ≥ n/2

6.6.5! รหัสเทา

รหัสเทา (gray code) เปนการนํ าเอาตํ าแหนงของเข็มซึ่งหมุนชี้ไปตามเสนทางรอบวง
ของวงกลมสามารถจะนํ าเอามาแทนรูปแบบท่ีเปนดิจิทัล โดยการแบงเสนรอบวงออกเปน 2n สวน   
เทา ๆ กัน ดังรูปท่ี 6.30 รูป (ก) 23 = 8 สวน แตละสวนจะแทนสายอักขระของบิตขนาด = n บิต ดังรูป
ท่ี 6.30 รูป (ข) บิตขนาด 3 บิต

G1 G2 G3

g

ce
d

d c d c e f
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111 000

110 001

101 010
100 011

รูปท่ี 6.30 การแทนดิจิทัลของตํ าแหนงตัวช้ี
ที่มา(Rosen, 1997, p.481-482)

การแทนเม่ือมีการติดตอเทากับ n   

1.!ปญหาเกิดขึ้นเมื่อเข็มชี้อยูใกลเขตก้ันของแตละสวนเพราะถาอานพลาดจะทํ าให
ผิดไปหลาย ๆ บิต (อาจจะทุกบิต)

Third bit is 1 here

Second bit is 1 here

Third bit is 1 here

Third bit is 1 here

Third bit is 1 here

Second bit is 1 here

First bit is 1 here

(ข)

(ก)
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2.!รหัสเทาไดจัดเรียงการแทนใหม โดยใหสวนท่ีอยูใกลชิดกันจะแทนบิตซ่ึงตางกัน
เพียง 1 ตํ าแหนงเทาน้ันดังรูปท่ี 6.31 รูป (ก)

3.! สามารถจะใชแบบจํ าลองรหัสเทาโดยใชลูกบาศกขนาด n, Qn

4.! ปญหาของรหัสเทาเปนเพียงการหาวงจรแฮมิลตันเทานั้น
5.! ในรูปท่ี 6.31 รูป (ข) จะแสดงรหัสเทาโดยใชวงจรแฮมิลตันของ Q3

รูปท่ี 6.31 การใชรหัสเทาเพื่อวงจรแฮมิลตันของ Q3

ที่มา(Rosen, 1997, p.481-483)

100 000

101 001

111 011
110 010

Third bit is 1 here

Second bit is 1 here

First bit is 1 here

Third bit is 1 here

100

110

010

101

000 001

011

111

(ก) (ข)

(ค)
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6.7 ปญหาวิถีสั้นที่สุด

ปญหาหลายอยางสามารถจะสรางแบบจํ าลองโดยใชกราฟไดเชน การเดินทาง การขนสง 
และเครือขายคอมพิวเตอร เปนตน ปญหาดังกลาวจะเก่ียวของกับการหาเสนทางซ่ึงใชเวลานอยท่ีสุด
ใชคาใชจายนอยท่ีสุด ระยะทางสั้นที่สุด และใชเวลาตอบสนองนอยท่ีสุด แบบจํ าลองสามารถทํ าได
โดยใชกราฟใหน้ํ าหนักซึ่งจะกํ าหนดเสนเช่ือมลงไปดวย อาทิ การใหน้ํ าหนักเสนเชื่อมของระยะทาง ดัง
รูปท่ี 6.32, การใหน้ํ าหนักเสนเชื่อมของเวลา ดังรูปท่ี 6.33 และการใหน้ํ าหนักเสนเช่ือมของคาใชจาย 
เปนตน การหาวิถีส้ันท่ีสุดจากจุดหน่ึงไปยังจุดหน่ึงตามวิถีของเสนเช่ือมสามารถทํ าไดโดยวิธีตอไปน้ี

รูปท่ี 6.32 การใหน้ํ าหนักเสนเชื่อมของระยะทาง

รูปท่ี 6.33 การใหน้ํ าหนักเสนเชื่อมของเวลา
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Miami

Atlanta
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Denver
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San Francisco
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2451 606
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834349
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3:50 1:40

1:30
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1:55
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2:55

2:20

2:001:15
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6.7.1 ขั้นตอนวิธีในการหาวิถีสั้นที่สุด

ขั้นตอนวิธีในการหาวิถีสั้นท่ีสุดมีหลายวิธี แตท่ีรู จักแพรหลายมากวิธีหน่ึงคือ        
ข้ันตอนวิธีของดิจสตรา (Dijkstra’s algorithm) การหาวิถีสั้นท่ีสุดอาจจะหาไดดวยวิธีการตรวจสอบ 
แตคอนขางจะยุงยากและไมเหมาะที่จะน ํามาใชงาน โดยเฉพาะงานที่มีจุดและวิถีจ ํานวนมาก

ตัวอยางที ่6.30 จงหาขนาดของการหาวิถีส้ันท่ีสุดจาก a ไป z ในกราฟระบุน้ํ าหนักตอไปน้ี

1. พิจารณาวิถีเริ่มที ่a มี ขนาดของ ab = 4 และขนาดของ ad  = 2  ดังน้ัน d ใกล 
a ที่สุด

2. หาจุดถัดไปท่ีตอถึงไดโดยการหาวิถีท่ีผาน a และ d ได ab = 4, ade = 5
∴ b ใกล a ที่สุด

3. หาจุดถัดไปท่ีตอถึงไดโดยการหาวิถีท่ีผาน a,d และ b ได abc = 7, abe = 7, 
ade = 5
∴ e ใกล a ที่สุด

4. หาจุดถัดไปท่ีตอถึงไดโดยการหาวิถีท่ีผาน  a,d,b และ e ได abcz = 9, abez 
= 8, adez = 6
∴  adez = 6 เปนวิถีส้ันท่ีสุด            ❙

b c

a z

d e

3

3

3
2

24

1
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6.7.2 ขั้นตอนวิธีของดิจสตรา

สมมติตองการจะหาวิถีส้ันท่ีสุดจาก a ไป z จะมีข้ันตอนวิธีดังน้ี (Johnsonbaugh, 
1984, p.128 -129)

1.! ใหจุด a = 0 , จุดอื่น ๆ ∞
L0 (a) = 0, L0 (V) = ∞ (แทนขนาดของวิถีจาก a ถึง จุดน้ัน ๆ)

2.! สรางสิ่งที่สังเกตไดจากเซต S ของจุดตางๆแทนดวย Sk

แต S0 = ∅
Sk = Sk-1 ∪ {u} เมื่อ u เปนจุดท่ี ∉  Sk-1 ซ่ึงมีคานอยท่ีสุด

3.! แกไขคาของทุก ๆ จุดซ่ึง ∉  Sk จะได
Lk(v) = คาของจุด v ที่ซํ้ า K

ขนาดของวิถีส้ันท่ีสุดจาก a ไป v
        ซึ่งผาน เฉพาะจุดที ่∈  Sk เทาน้ัน

วิถีส้ันท่ีสุดจาก a ไป u ท่ีมกีารซ้ํ าคร้ังท่ี k-1
และเพิ่มเสนเชื่อม (u,v)

หรือ Lk(a,v) = คานอยที่สุด {Lk-1(a,v),Lk-1(a,u)+w(u,v)}
4.! ทํ าซํ้ าไปจนกวาจุด z จะถูกเพิ่มเขาไปใน Sk ก็จะไดวิถีส้ันท่ีสุดจาก a ไป z

ตัวอยางที ่6.31 ใชข้ันตอนวิธีของดิจสตรา ในการหาขนาดของวิถีส้ันท่ีสุดระหวาง a และ z ใน 
กราฟตอไปน้ี

=

b d

a z

c e

5

8

10
2

64

3

1 2

∞∞

∞0 คาต่ํ าสุดคือ  a
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b d

a z

c e

5

8

10
2
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3

1 2

∞

∞

∞0

2(a)

4(a)

b d

a z

c e

5

8
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3

1 2 ∞0

2(a)

3(a,c) 10(a,c)

12(a,c)

b d

a z

c e

5

8
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2
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3

1 2 ∞0

2(a)

3(a,c) 8(a,b,d)

12(a,c)

b d

a z

c e
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2(a)

3(a,c) 8(a,b,d)

10(a,c,b,d)

14(a,c,b,d)

b d
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c e
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1 20

2(a)

3(a,c) 8(a,b,d)

10(a,c,b,d)

13(a,c,b,d,e)

เลือกเสนเชื่อม c เพ่ิม c เขาไปใน S โดย
การ  S={a,c} มเีสนเชื่อมที่ตอกันกับจุด
ไดอีก 3 จุดคือ b,d,e จุดที่เชื่อมตอกันไม

ไดวิถี = ∞

เพ่ิม a เขาไปใน S โดยการ  S={a}  
แลว คํ านวณคาใหมทุกจุดที่เสนเชื่อมตอ
กนั แตมีเพียง 2 เสนเทานั้นคือ b วิถี 4,c

วิถี 2 นอกน้ัน ∞

เน่ืองจาก  S={a,c,b} พิจารณาเลือก จุด 
d (วิถีสั้นที่สุด =8) ผานจุด a,c,b,d และ
เพ่ิม d เขาไปใน S

เน่ืองจาก  S={a,c} พิจารณาเลือก จุด b
(วิถีสั้นที่สุด =3) ผานจุด a,c,b และเพิ่ม 
b เขาไปใน S มเีสนเชื่อมที่ตอกันกับจุดได
อีก 2 จุดคือ d,e

เน่ืองจาก  S={a,c,b,d} พจิารณาเลือก 
จุด e (วถิีสั้นที่สุด =10) ผานจุด a, c, b,
d, e และเพิ่ม e เขาไปใน S
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b d

a z

c e

5

8

10
2

64

3

1 20

2(a)

3(a,c) 8(a,b,d)

10(a,c,b,d)

13(a,c,b,d,e)

ไดวิถีส้ันท่ีสุดขนาด = 13 ผานจุด  a-c-b-d-e-z            ❙

ทฤษฎบีทท่ี 6.9 ข้ันตอนวิธีของดิจสตราจะใหวิถีส้ันท่ีสุดระหวาง 2 จุดใด ๆ ในน้ํ าหนักของกราฟไม
ระบุทิศทางท่ีตอถึงกันธรรมดา

ทฤษฎีบทที ่6.10 ข้ันตอนวิธีของดิจสตราใช O(n2) ตัวดํ าเนินการ
จํ านวนการทํ าซํ้ าไมเกิน n – 1 คร้ัง
ในแตละการทํ าซํ้ าใชการเปรียบเทียบไมเกิน n – 1 ครั้ง

ใชการบวกไมเกิน n – 1 ครั้ง
∴ ผลรวมการใชตัวดํ าเนินการใน 1 การทํ าซํ้ าไมเกิน 2(n – 1) คร้ัง
∴ ผลรวมตัวดํ าเนินการไมเกิน (n – 1)2(n – 1) = O(n2) คร้ัง

6.8 กราฟระนาบ

กราฟระนาบ (Planar Graph) เก่ียวของการเขียนกราฟในแนวราบ ซึ่งจะไมมีเสนเชื่อมตัด
กันเลย หรือการแทนกราฟในแนวราบในรูปแบบใดรูปแบบหน่ึง ซึ่งเสนเชื่อมจะไมมีการไขวกัน

นิยามท่ี 6.17 กราฟจะเรียกวากราฟระนาบ ถาสามารถจะเขียนในแนวราบโดยท่ีไมมีเสนเชื่อมตัด
กันเลย วิธีการเขียนกราฟน้ีจะเรียกวาการแทนระนาบของกราฟ กราฟอาจจะเปน
ระนาบแมวาจะมีเสนเชื่อมไขวกันเพราะอาจจะเขียนแบบอื่น โดยไมไขวกันได
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ตัวอยางที ่6.32 กราฟตอไปน้ี เปนกราฟระนาบหรือไม

K4 เปน

Q3 เปน

ไมเปน
K3,3

6.8.1 สูตรของออยเลอร   

สูตรของออยเลอร (Euler formula) กลาววากราฟระนาบจะแบงระนาบออกเปน
ขอบเขตซ่ึงจะไมมีเขตก้ันขอบเขตรวมอยูดวย และกราฟระนาบในรูปแบบตาง ๆ ของกราฟเดียวกัน จะ
แบงจํ านวนขอบเขตไดเทากัน

v1 v2 v3

v4 v5 v6

v1

v2

R21

v4

v5

R21

v1

v2v4

v5

R1R2 R1
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ตัวอยางที ่6.33 สูตรของออยเลอร ให G เปน กราฟระนาบธรรมดาท่ีตอถึงกัน ซึ่งมีเสนเชื่อม e และ
จุด v  ให r = จํ านวนขอบเขต จะไดวา   r = e-v+2
สรางกราฟยอย G1,G2,…Ge = G โดยการเพิ่มเสนเชื่อมเขาไปทีละ 1 เสน โดยท่ีจะ
ตองติดกับ v ใน Gn-1 ใช อุปนัยเชิงคณิตศาสตร
เปนคร้ังท่ี e=1 r1 = e1 – v1 + 2
ใหเปนจริงที่ n rn = en – vn + 2 ,Gn เปนกราฟระนาบ
ตองแสดงใหเห็นวา Gn+1 เปนจริง
เพิ่มเสนเชื่อม 1 เสนเขาไปใน Gn ซึ่งจะม ี2 กรณี

รูปท่ี 6.35 การเพิ่มเสนเชื่อม เขาไปใน Gn

an+1

bn+1

R

an+1

bn+1 R

กรณีท่ี 1  มี 2 จุดท่ีติดกับเสนเช่ือมใหมอยู
ใน Gn แลว
∴  ใน Gn+1 น้ี ขอบเขตเพ่ิมข้ึน 1, เสนเชื่อม
เพิ่มขึ้น 1 , จุดไมเพิ่ม ดังรูปท่ี 6.34

รูปท่ี 6.34 การเพิ่มเสนเชื่อม เขาไปใน Gn

กรณีท่ี 2 มี 1 จุดท่ีไมอยูใน Gn

∴  ใน Gn+1 ขอบเขตไมเพิ่ม,  E เพิ่มขึ้น 1 
จุดเพิ่มขึ้น 1
∴  rn+1 = en+1 – vn+1 + 2  ดังรูปท่ี 6.35
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ตัวอยางที ่6.34 กราฟระนาบท่ีตอถึงกัน มี 20 จุดแตละจุดมีดีกร ี = 3 จงหาวากราฟจะแบง 
ขอบเขตออกเปนก่ีสวน
จํ านวนจุด = 20
จํ านวนเสนเช่ือม = 20.3/2 = 30

         ∴ จํ านวนขอบเขต = e-v+2 = 30 –20 +2 = 12            ❙

ทฤษฎีบทที ่6.11 ถา G เปนกราฟระนาบธรรมดาที่ตอถึงกันซึ่งมีจ ํานวนเสนเช่ือม e และ จํ านวน   
จุด v ซึ่ง v≥3 แลว  e ≤ 3v - 6

พิสูจนท่ี 6.11 จะใชหลักการวาดีกรีของขอบเขตจะเทากับจํ านวนเสนเช่ือมท่ีอยูบนเขตก้ันของ
ขอบเขต
สมมติกราฟระนาบแบงขอบเขตออกเปน R ขอบเขต
และมีดีกร ี≥ 3 (!deg. < 3 สรางขอบเขตไมได)

( ) re
Rregionall
R 32deg ≥=∑

        re ≥)32(  
โดยใช  r = e – v + 2
∴  e - v + 2  ≤ e)32(
            e)31(  ≤  v – 2
                e   ≤ 3v – 6

ตัวอยางที ่6.35 จงแสดงวา K5 ไมใชกราฟระนาบ
K5 มีจํ านวนจุด =5, จํ านวนเสนเช่ือม = 10 ซ่ึงไมสอดคลองกับ  e ≤ 3v – 6
∴  K5 ไมใชกราฟระนาบ ❙
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ทฤษฎีบทที ่6.12 ถากราฟระนาบธรรมดาท่ีตอถึงกันมีจํ านวน E=e และจํ านวน V ดวย v ≥ 3 และ
ไมมีวงจรขนาด = 3 แลว e ≤ 2v – 4

พิสูจนท่ี 6.12 2e = rr
ทุกๆr

4)deg( ≥∑

2e ≥ 4r หรือ e ≥ 2r
! r = e – v + 2 ⇒  e ≥ 2(e – v + 2)
e ≥ 2e – 2v + 4
∴     e ≤ 2v – 4

ตัวอยางที ่6.36 กราฟสองฝาย K3,3 เปนกราฟระนาบหรือไม
K3,3 ไมมีวงจรขนาด = 3
K3,3 – มี V.=6, E=9 แต V.E ไม เปนไปตามกฎ

K3,3 = ไมเปนไปตามกฎ  e≤ 2v – 4 เพราะ 2(6)-4 =8 ซึ่งไมมากกวาเทากับ 6
∴  K3,3 ไมเปนกราฟระนาบ ❙

6.8.2!ทฤษฎีของกูราตอฟสกี

ทฤษฎีของกูราตอฟสกี (Kuratowski’s Theorem) เปนทฤษฎีท่ีใชตรวจสอบวากราฟ
ท่ีใหมาเปรียบเทียบกันแลวเปนกราฟระนาบหรือไม โดยพิจารณาจาก ถา K3,3 , K5 ไมเปนกราฟระนาบ 
แลวกราฟท่ีบรรจุ K3,3, K5 ก็จะไมเปนกราฟระนาบ การแบงสวนยอยของสมาชิกจะเปนตัวดํ าเนินการ
ในการลบ E {u,v} แลว เพิ่ม w และ E {u,w},{w,v} กราฟจะเปนกราฟระนาบถาทํ าการแบงสวนยอย
ของสมาชิกแลวยังคงเปนกราฟระนาบอยู กราฟ G1 (V1,E1) และ G2 (V2,E) จะเปนกราฟคลายรูปกัน 
(homeomorphic) ดังตัวอยางในรูปท่ี 6.36 ถา G1 จะสามารถสรางขึ้นจาก G2 ซึ่ง G1 ทํ าไดโดยการ
แบงสวนยอยของสมาชิก
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a

bi

g c
def

h

k j

a

bi

g c
def

a

bi

g c

รูปท่ี 6.36 กราฟคลายรูปกันของ G1,G2,G3

ทฤษฎีบทที ่6.13 (ทฤษฎีของกูราตอฟสกี (Kuratowski’s Theorem)) กราฟใด ๆ จะไมเปนกราฟ
ระนาบ ก็ตอเม่ือมันบรรจุกราฟยอยซ่ึงคลายรูปกัน กับ K3,3 หรือ K5

ตัวอยางที ่6.37 พิจารณากราฟตอไปนี ้วาเปนกราฟระนาบหรือไม

H ≤ G และ กราฟ H คลายรูปกันกับ K5

∴  G ไมเปนกราฟระนาบ

G H K5

a b

c d e

G1

a b

c d e

f

g

hG2

a b

c d e

g

i
k

j

G3
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f

hi

g

be

a

f

cd

d
j

e
i h

ga

f

c

ตัวอยางที ่6.38 กราฟของปเตอรเสน (Petersen’s graph) (วิทยา วัชระวิทยากุล และสมชาย 
ประสิทธิ์จูตระกูล, 2536, หนา 201) ดังตอไปน้ี เปนกราฟระนาบหรือไม

       H ≤ P และ กราฟ H คลายรูปกันกับ K3,3

       ∴  ไมเปนกราฟระนาบ           ❙

6.9 การใหสีกราฟ

การใหสีกราฟ (graph coloring) เปนปญหาเก่ียวของกับการระบายสีขอบเขตตาง ๆ ของ
แผนท่ี โดยท่ีขอบเขตท่ีอยูติดกันจะตองมีสีตางกันและใชสีนอยท่ีสุด ปญหาดังกลาวสามารถจะใช
กราฟมา สรางแบบจํ าลองไดโดย ใหแตละขอบเขตแทนดวยจุดขอบเขตท่ีอยูติดกันใหมีเสนเช่ือมจุดน้ัน  
(Rosen, 1995, 509) ดังแสดงในรูปท่ี 6.37

P H
j

e i h

f d

K3,3
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⇒

แผนที่ 1 กราฟที่ไดจากแผนที่ 1

           ⇒

แผนที่ 2 กราฟที่ไดจากแผนที่ 2

รูปท่ี 6.37 แบบจํ าลองกราฟท่ีไดจากแผนท่ี

นิยามท่ี 6.18 การใหสีของกราฟธรรมดาเปนการกํ าหนดสีท่ีจุด โดยท่ีจุด 2 จุดใด ๆ ท่ีอยูติดกันจะ
ตองมีสีตางกัน

นิยามท่ี 6.19 เลขส ี(chromatic number) ของกราฟคือ จํ านวนสีท่ีนอยท่ีสุดท่ีจะทํ าการใหสีกราฟน้ี
ได

ขอสังเกต สิ่งที่จํ าเปนในการแสดงวาเลขสี = n
คือการแสดงวากราฟสามารถจะทํ าการใหสีดวยสี n สี
หรือแสดงวากราฟไมสามารถ จะทํ าการใหสีดวยสี n – 1 สีได

A

B

C D
F

G

E

A

C

B

D G

F

E

A

B

C

D

E
A

B

C

D

E
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ตัวอยางที ่6.39 จงหาเลขสีของกราฟตอไปน้ี

จํ านวนสีท่ีนอยท่ีสุดท่ีจะทํ าการใหสีกราฟน้ีได  = 3
∴  เลขส ี= 3 คือ a,d,g สีแดง , b,f สีฟาและ c,e สีเขียว

จํ านวนสีท่ีนอยท่ีสุดท่ีจะทํ าการใหสีกราฟน้ีได  = 4
∴  เลขส ี= 4 คือ a,d สีแดง, b,f สีฟา, c,e สีเขียว และ g สีเหลือง            ❙

ตัวอยางที ่6.40 จงหาเลขสีของ Kn

a

b e

d

c f

g

a

b e

d

c f

g

a

c

d

b

e

แดง ฟา

นํ้าตาล

เหลือง

เขียว

รูปท่ี 6.38 แสดงสีของ K5
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เพราะวา Kn 2 จุดใด ๆ จะตอกัน
∴ จะตองใชจํ านวนสีในการทํ าการใหสี Kn = n และไมสามารถใชนอยกวา n ได

    ∴  เลขส ี= n  ถา Kn ใช n สี ∵ K5 จะใช 5 สีดังรูปท่ี 6.38           ❙

6.9.1 ทฤษฎีสี่สี

ทฤษฎีสี่ส ี (the four-color theorem) กลาววากราฟระนาบทุกกราฟ สามารถจะทํ า
การใหสีโดยใชสีเพียง 4 สีหรือนอยกวา * Kn จะไมเปนกราฟระนาบถา n ≥ 5

ตัวอยางที ่6.41 จงหาเลขสีของกราฟสองฝายบริบูรณ Km,n เมื่อ m และ n เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก 
เพราะวากราฟสองฝายจะแบงเซตของจุดออกเปน 2 กลุม ซึ่งภายในกลุมจะไม ตอ
ถึงกันเลย

∴  ใชสีเพียง 2 สี เทาน้ัน
∴  เลขส ี= 2 ❙

ขอสังเกต กราฟธรรมดาสองฝายท่ีตอถึงกัน ใด ๆ จะมีเลขส ี = 2 หรือถาในกราฟเดียวแตมี
เลขส ี= 2 กราฟนั้นจะเปนกราฟสองฝาย

ตัวอยางที ่6.42 จงหาเลขสีของกราฟ Cn (วงกลมที่มี n จุด)

พิจารณา C4,C6,C8,… จะเห็นวาใชเพียง 2 สีก็พอ
∴ เลขสีของ Cn = 2 สํ าหรับ n ที่เปนจ ํานวนคู

แดง ฟา

แดงฟา

แดงฟา

แดง ฟา

แดงฟา
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พิจารณา C3,C5,C7,…จะเห็นวา ตองใชอยางนอย 3 สี
∴  เลขสีของ Cn = 3 สํ าหรับ n ที่เปนจ ํานวนค่ี           ❙

6.9.2 การประยุกตใชการใหสีกราฟ

ตัวอยางที ่6.43 จัดตารางสอบอยางไร โดยมีเง่ือนไขวาไมมีนักศึกษาคนใดสอบ 2 วิชาพรอมกัน
วิธีทํ า สามารถสรางแบบจํ าลองของกราฟไดดังน้ี

ให จุด V แทนวิชาท่ีสอบ  และ
E แทนระหวาง V 2 จุดใด ๆ  ถามีนักศึกษาตองสอบ 2 วิชาน้ัน ๆ

  สีของ V แทนจํ านวนคาบตาง ๆ ของเวลาสอบ
ปญหาจะเปล่ียนเปนการใหสีของกราฟ
สมมติ  มี 7 วิชา 1,2,…,7 และมี 2 วิชาตอไปน้ีท่ีมีนักศึกษาสอบรวมกัน
1-2,1-3,1-4,1-7,2-3,2-4,2-5,2-7,3-4,3-6,3-7,4-5,4-6,5-6,5-7,6-7
จะไดกราฟดังรูปท่ี 6.39

เขียว

แดง ฟา

เขียว

แดง ฟา

แดง

ฟา

1

2

3

45

6

7

แดง

แดง

เหลือง

เหลืองเขียว

เขียว

ฟา

รูปท่ี 6.39 แสดงกราฟท่ีไดจากการสอบ 7 วิชา



กราฟ 233

   ∴ เลขส ี= 4 เพราะใชเพียง 4 สีก็ทํ าการใหสีกราฟน้ีได
   ∴ จํ านวนคาบมีเพียง 4 ก็พอ ดังตารางท่ี 6.2                       ❙

ตารางที ่6.2 แสดงผลลัพธการใหสีของจ ํานวนคาบ วิชาท่ีสอบ
สี จํ านวนคาบ สอบวิชา
แดง 1 1,6
น้ํ าเงิน 2 2
เขียว 3 3,5
น้ํ าตาล 4 4,7

ตัวอยางที ่6.44 การกํ าหนดความถ่ีของสถานีโทรทัศนชอง 2–13 ถูกกํ าหนดใหออกอากาศพรอม ๆ 
กันได แตเพ่ือไมใหคล่ืนรบกวนกัน จะกํ าหนดใหสถานีโทรทัศนใชชองตางกัน ถา
อยูในรัศมี 250 กม. จงใชการใหสีกราฟในการสรางแบบจํ าลองของการกํ าหนด
ชองใหกับสถานีโทรทัศน

1.!สรางกราฟโดยใชจุดแทนสถานีโทรทัศน
2.!จุด 2 จุดเช่ือมดวยเสนเช่ือม ถาหางกัน < 250 กม.
3.! ทํ าการใหสี โดยท่ีสีแตละสีจะแทนชองตาง ๆ            ❙

รูปท่ี 6.40 แบบจํ าลองของการกํ าหนดชองใหกับสถานีโทรทัศน

•

•

•

•

••

•

2

4
2

3

4

3
2
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ตัวอยางที ่6.45   การประมวลผลท่ีมีการวนซ้ํ าของเคร่ืองคอมพิวเตอรจะทํ าใหเร็วข้ึนได ถาตัวแปรท่ี
ถูกใชบอยถูกเก็บไวท่ีดัชนีเรจิสเตอร (index register) ท่ีอยูในหนวยประมวลผล
กลางแทนท่ีจะเก็บไวในหนวยความจํ าตามปกติ เม่ือกํ าหนดการวนซ้ํ ามาใหปญหา
คือจะตองใชดัชนีเรจสิเตอรจํ านวนเทาไร
การสรางแบบจํ าลอง ปญหาน้ีทํ าไดโดยใชการใหสีกราฟ
ให จุดแทนตัวแปรในการวนซ้ํ า
และจุด 2 จุดใด ๆ จะมีเสนเชื่อมเชื่อมตอกัน ถาตัวแปรน้ันตองเก็บใน         
เรจิสเตอรพรอม ๆ กันขณะประมวลผลในการวนซํ ้า

เลขสีจะแทนจํ านวนเรจิสเตอรท่ีตองใชเพราะเรจิสเตอรท่ีตางกันถูกกํ าหนดใหกับ 
ตัวแปรท่ีจุดน้ันติดกัน ❙

6.10 สรุป

การประยุกตใชงานกราฟสามารถทํ าไดหลายอยาง อาทิ ใชตรวจสอบวาวงจรจะสามารถสราง
ขึ้นจริงบนแผงวงจรไดหรือไม, ใชบอกความแตกตางระหวางสารประกอบเคม ี 2 ชนิดที่มีสูตรทางเคมี
เหมือนกัน แตโครงสรางตางกัน, ใชกํ าหนดการเช่ือมตอเครือขายคอมพิวเตอร, ใชในการหาวิถีส้ันท่ีสุด 
(shortest path) ของกระบวนการล ําเลียงขอมูลในระบบเครือขายคอมพิวเตอร, ใชในจัดตารางสอบ
และใชในการกํ าหนดชองทีวีใหกับสถานีสง เปนตน
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6.11 แบบฝกหัดทายบท

1.  หาจํ านวนจุด, จํ านวนเสนเช่ือม, ดีกรีขาเขา และดีกรีขาออกของพหุกราฟระบุทิศทาง   
ตอไปน้ี

2.  กราฟตอไปน้ีเปนกราฟสองฝายหรือไม

3. กราฟตอไปน้ี มีวงจรออยเลอร และวิถีออยเลอรหรือไม

   H1        H2        H3

a
b

d c

a

b

d c

a b

d c

a b

d c

a

b

d

c

e

a b

d

c

e

f

a b

d c

g

c

a b

f

e d

a b

d c

G1 G2 G3

G1 G2 G3
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4. จงหาวิถีส้ันท่ีสุดของกราฟตอไปน้ี จาก a ไป f

5. กราฟของปญหาสะพานโคนิกสเบิรกมีวิถีออยเลอรหรือไม

6.    พิจารณากราฟวาเปนกราฟคลายรูปกันกับ K3,3 หรือไม

b c

a f

d e

3

3

3
2

24

1

C

A

B

A

a

b

c

d

e

f

g

h

i

j

k

l
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7.      ใชทฤษฎีของกูราตอฟสก ีตรวจสอบดูวากราฟเปนกราฟระนาบหรือไม

8. จงหาวงจรออยเลอร โดยใชขั้นตอนวิธีของฟลิวรีจากกราฟที่ใหมา

g
a

b c

d

ef

a b

d e

c
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