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บทที่ 5
ความสัมพันธและการเวียนเกิด

5.1 ความนํ า

ความสัมพันธระหวางสมาชิกของเซต มักถูกใชนํ าเสนอโครงสรางท่ีเรียกวาความสัมพันธ มี
การเร่ิมสรางความสัมพันธ แลวจึงแสดงวิธีการหาคํ าตอบจากความสัมพันธน้ัน ๆ  กระบวนการหา   
คํ าตอบจะพิจารณาจากการกํ าหนดเงื่อนไขเร่ิมตนท่ีจํ าเปนกอน จากน้ันจึงคํ านวณหาตามปญหาท่ี
ตองการ ความสัมพันธนํ ามาใชในวิทยาการคอมพิวเตอรท่ีเห็นไดชัดคือการจัดการฐานขอมูล ซึ่งเปน
ความสัมพันธของวัตถุที่ท ํางานภายใตเง่ือนไขเหมือนกันจัดอยูในรูปคูลํ าดับของแถวและคอลัมภ นอก
จากน้ียังมีความสัมพันธอีกแบบคือความสัมพันธเวียนเกิด ท่ีมีลักษณะคลายคลึงกับเร่ืองอุปนัยทาง
คณิตศาสตร  คือเร่ิมจากปญหาท่ีไมซับซอน แลวพยายามอธิบายกรณีท่ัวไปสํ าหรับปญหาขนาดใหญ 
ในกรณีท่ีปญหาไมซับซอนมีขนาดเล็กการคํ านวณคงยังใชคนทํ าได แตถาปญหาซับซอนมีขนาดใหญ 
ตองอาศัยการประมวลผลจากคอมพิวเตอรตอไป

5.2 การแทนความสัมพันธ

การแทนรูปแบบของความสัมพันธโดยในทางคณิตศาสตรนอกจากจะเขียนในรูปสัญลักษณ
ของคูลํ าดับแบบแจกแจงแลวยังสามารถแทนความสัมพันธดวยเมทริกซ และกราฟระบุทิศทางไดดัง
รายละเอียดตอไปน้ี
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∴ MR =

5.2.1 การแทนความสัมพันธโดยใชเมทริกซ

  ความสัมพันธสามารถแทนไดโดยการใชเมทริกซศูนยหนึ่ง (zero-one matrix) หรือ
เมทริกซที่มีสมาชิกเปน 0 หรือ 1 เทาน้ัน สมมติ R เปนความสัมพันธจาก A={a1,a2,…,am} ไป          

B={b1,b2,…,bn}  R สามารถจะแทนโดยเมทริกซ  MR = [mij] เมื่อ

 ijm           1 ถา ( ji ba , ) ∈  R
     0  ถา ( ji ba , ) ∉  R

ตัวอยางที่ 5.1 สมมติ A= {1,2,3}, B={1,2} R เปนความสัมพันธจาก A ไป B
กํ าหนด (a,b) ∈  R ถา a > b
วิธีทํ า ให ji ba ,  เรียงล ําดับตามท่ีปรากฏในเซต A และ B

เพราะวา R = {(2,1),(3,1),(3,2)}

❙

ตัวอยางที่ 5.2 กํ าหนด A={a,b,c} และ B={1,2,3,4,5} และความสัมพันธ R แทนดวย

เมทริกซ  MR =    จงหาคูลํ าดับของ R

วิธีทํ า R = {(a,2),(b,1),(b,3),(b,4),(c,1),(c,3),(c,5)}
เมทริกซที่ใช แทนความสัมพันธ R บนเซตใด ๆ จะเปน เมทริกซจตุรัส
R จะมีคุณสมบัติการสะทอน ถาสมาชิกในเสนทะแยงมุมของ MR เปน 1 หมด
R จะมีคุณสมบัติสมมาตร ถา MR เปนเมทริกซสมมาตร MR = (MR)t

R จะตอตานการสมมาตร ก็ตอเม่ือ (a,b)∈ R,(b,a)∈ R   ↔   a=b

         0     1     0     0     0
         1     0     1     1    0
         1     0     1     0     1

0   0
1   0
1   1
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MR =

หรือ ถา a ≠ b แลว (a,b)∉ R∨ (b.a)∉ R

หรือ ถา i ≠ j แลว Mij = 0 หรือ Mji = 0           ❙

ตัวอยางที่ 5.3 พิจารณาความสัมพันธ  R ซึ่ง แทนดวย

    วิธีทํ า      R มีคุณสมบัติการสะทอน
R มีคุณสมบัติการสมมาตร
R ไมมีคุณสมบัติตอตานการสมมาตร         ❙

นิยามท่ี 5.1 ยูเนียนและอินเตอรเซกชันของความสัมพันธ  แทนดวย MR สามารถหาไดโดยใช ตัว
ดํ าเนินการบูลีน  “และ” กับ”หรือ”

 MR1∪R2 = MR1∨ MR2

 MR1∩R2 = MR1 ∧ MR2
           

R1 และ R2 บน A แทนดวยเมทริกซดังนี้

MR1 = MR2 =

R1∪R2  : MR1∪R2 = MR1∨ MR2 =

R1∩R2  : MR1∩R2 = MR1∧ MR2 =

1   1   0
1   1   1
0   1   1

1   0   1
1   0   0
0   1   0

1   0   1
0   1   1
1   0   0

1   0   1
1   1   1
1   1   0

1   0   1
0   0   0
0   0   0
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   สวนประกอบของความสัมพันธสามารถจะหาไดโดยใชการดํ าเนินการทางบูลนีของ
เมทริกซ แทนความสัมพันธนั้น

R : A→B S : B→C S!R : A→C

MR =  Rij  m×n   Ms =  Sij  n×p MSoR =  tij m×p

แทนดวย MSoR = MR ⊙   MS

ตัวอยางที่ 5.4 กํ าหนด  MR และ MS จงหา MSoR

 
MR  =    MS  =

วิธีทํ า MSoR     =   MR ⊙  MS  =          ❙

5.2.2 การแทนความสัมพันธโดยใชกราฟระบุทิศทาง

การแทนความสัมพันธโดยใชกราฟระบุทิศทาง (directed graph) หรือ ไดกราฟ 
(digraph) สมาชิกแทนดวยจุด สวนคูลํ าดับแทนดวยเสนเช่ือม 2 จุดกํ าหนดทิศทางดวยหัวลูกศร

นิยามท่ี 5.2 กราฟระบุทิศทาง ประกอบดวยเซตของ จุด (vertex: V) และเซตของเสนเชื่อม (edge: 
E  หรือ arc) ซึ่งเชื่อมสมาชิกของ V ในลักษณะคูลํ าดับ    a, b  ∈  V     เสนเชื่อม (a , 
b) ∈  E

       จุดสิ้นสุด
                                    จุดเริ่มตน

เสนเชื่อม (a,a)  จะเรียกวาการวนซ้ํ า (loop) ถาเปนเสนเชื่อมจาก a กลับมาท่ี a อีก

1   0   1
1   1   0
0   0   1

0   1   0
0   0   1
1   0   1

1   1   1
0   1   1
0   0   0
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ตัวอยางที่ 5.5 จงแสดงกราฟระบุทิศทางของ  V = {a,b,c,d} และ E = {(a,b),(a,d),(b,b),(b,d),
(c,a),(c,b),(d,b)}
วิธีทํ า แสดงกราฟระบุทิศทางของ V ไดดังรูปท่ี 5.1 ❙

รูปท่ี 5.1 กราฟระบุทิศทางจากท่ีไดจาก V และ E

ตัวอยางที่ 5.6 จงเขียนรูปของกราฟระบุทิศทางซ่ึงแทน R บนเซต {1,2,3,4}
กํ าหนด R={(1,1),(1,3),(2,1),(2,3),(2,4),(3,1),(3,2),(4,1)}
วิธีทํ า แสดงกราฟระบุทิศทางของ R ไดดังรูปท่ี 5.2 ❙

รูปท่ี 5.2 กราฟระบุทิศทางของ R บนเซต {1,2,3,4}

a

cd

b

1

34

2
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ตัวอยางที่ 5.7 จงแสดง R ในรูปของเซตของคูลํ าดับ จากกราฟระบุทิศทางจากรูปท่ี 5.3
   หากกํ าหนดให R={(1,3),(1,4),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,3),(4,1),(4,3)}
วิธีทํ า แสดงกราฟระบุทิศทางของ R ไดดังรูปที ่5.3 ❙

รูปท่ี 5.3 ตัวอยางกราฟระบุทิศทาง

ขอสังเกต   คุณสมบัติของ R จากกราฟระบุทิศทาง

1.! การสะทอนสังเกตจากจะมีการวนซ้ํ าทุก ๆ เซตของจุด
2.! การสมมาตรสํ าหรับทุก ๆ คู ของเซตของจุด จะม ี 2 เสนเช่ือมในทิศทางตรงขาม 
หรือไมมีเลย

3.! การตอตานการสมมาตรทุกคูของเซตของจุด จะไมม ี2 เสนเช่ือมในทิศทางตรงกัน
ขาม

4.! การถายทอดถามีเสนเช่ือม จาก x→y และ เสนเชื่อมจาก y→z แลว จะม ี เสน

เช่ือม จาก x→ z มี เสนเช่ือมจัดรูปเปน △ ในทิศทางท่ีสอดคลองกับการถาย
ทอด

1

34

2
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5.3! โคลเชอรของความสัมพันธ

โคลเชอรของความสัมพันธเปนความสัมพันธท่ีไดรับการถายทอดจากเซตท่ีมีความสัมพันธ
อีกตอหน่ึง การประยุกตใชในศาสตรทางคอมพิวเตอรจะเปนการเหมารวมของเซต 2 เซตใหอยูในกลุม
ความสัมพันธท่ีสอดคลองกัน โดยประกอบดวยหัวขอท่ีตองศึกษาตอไปน้ี

5.3.1 โคลเชอร

ให R เปนความสัมพันธบนเซต A , R มีคุณสมบัติ P เปนการสะทอน และ/หรือ
สมมาตร และ/หรือ ถายทอด หรืออาจจะไมมีก็ได ถามีความสัมพันธ S ซึ่งมีคุณสมบัติ P และ S อยูใน
R แลว S จะเรียกวาเปนโคลเชอรของ R โดยข้ึนตรงกับ P (สุวิมล ฮอลล, 2542, หนา  8)

ตัวอยางที่ 5.8 ความสัมพันธ R = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} บนเซต A={1,2,3}
วิธีทํ า แสดงกราฟระบุทิศทางของ R ไดดังรูปท่ี 5.2

R ไมเปนการสะทอน ถาเพิ่ม (2,2),(3,3) R จะมีคุณสมบัติการสะทอน
S = R∪{(2,2),(3,3)} จะเปนโคลเชอรสะทอนของ R

S = R∪△ เมื่อ △={(a,a)|a∈ A} จะเปนโคลเชอรสะทอนของ R ,△
เรียกวาความสัมพันธเชิงทะแยงมุม (diagonal relation) ❙

ตัวอยางที่ 5.9 R = {(a,b)|a<b} บนเซตของจํ านวนเต็ม จงหาโคลเชอรสะทอนของ R

วิธีทํ า โคลเชอรสะทอนของ R = R∪△ = {(a,b)|a<b} ∪ {(a,a)|a∈ z}
                  = {(a,b)|a≤b}          ❙

นิยามท่ี 5.3 (โคลเชอรสมมาตร (symmetric closure))  S เปนโคลเชอรสมมาตรของ R เมื่อ S
เปนเซตที่เล็กที่สุด ซึ่ง R⊆ S และ S มีสมบัติสมมาตร
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ตัวอยางที่ 5.10 R = {(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)} บน {1,2,3} ไมมีคุณสมบัติสมมาตร
วิธีทํ า ถาเพิ่ม (2,1),(1,3) จะมีคุณสมบัติสมมาตร

S = R∪{(2,1),(1,3)} มีคุณสมบัติสมมาตรและเปนเซตท่ีเล็กท่ีสุด
ซึ่ง R⊆ S
∴ S เปนโคลเชอรสมมาตร ของ R
    การหาโคลเชอรสมมาตรทํ าไดโดยการเพ่ิม (b,a) สํ าหรับ (a⋅b)∈ R
∴  โคลเชอรสมมาตรสรางไดโดย R∪R-1 เมื่อ  R-1 = {(b,a)|(a,b)∈ R} ❙

ตัวอยางที่ 5.11 R={(a,b)|a>b} บนเลขจํ านวนเต็มบวก จงหาโคลเชอรสมมาตรของ R
วิธีทํ า ∴  R-1  =  {(b,a)|a>b}

R∪R-1  = {(a,b)|a>b} ∪ {(b,a)|a>b}
            = {(a,b)|a≠b} เปนโคลเชอรสมมาตร ❙

5.3.2!วิถีในกราฟระบุทิศทาง

วิถีในกราฟระบุทิศทาง (paths in directed graphs) มีนิยามและทฤษฎีท่ีเก่ียวของ
ดังตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.4 วิถีจาก a ไป b ในกราฟระบุทิศทาง G คือ ลํ าดับของเสนเช่ือม
(x0,x1),(x1,x2),…,(xn-1,xn) ใน G เมื่อ x0=a  และ xn=b วิถีน้ีจะแทนดวย
x0,x1,x2,…, xn-1 , xn   ขนาด = n ถา x0 และ xnเปนตัวเดียวกัน จะเรียกวงจร (circuit)

ทฤษฎบีทท่ี 5.1 R เปนความสัมพันธบน A จะมีวิถีขนาด = n จาก a ไป b ก็ตอเมื่อ (a,b)∈ Rn

พิสูจนท่ี 5.1  ใชวิธอุีปนัยทางคณิตศาสตร
1.! n=1 เปนจริง เพราะ (a.b) ∈  R ↔ มีวิถี จาก a ไป b
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2.! สมมติ เปนจริง ท่ี n น่ันคือ (a,b) ∈  Rn   ↔ มีวิถีจาก a ไป b ขนาด = n

ตองพิสูจนวา เปนจริงที ่n+1 น่ันคือ (a,b) ∈  Rn+1 ↔  มีวิถี a ไป b ขนาด
n+1 มีวิถี a ไป b ขนาด n+1 ↔ มี c ซึ่งวิถี a ไป c ขนาด =1 และวิถ ีc ไป b 
ขนาด=n

    ↔ (a,c)∈ R และ (c,b)∈ Rn

    ↔ (a,b ∈  RnoR)

    ↔ (a,b)∈ Rn+1

∴  เปนจริงที ่n+1

5.3.3 โคลเชอรถายทอด

โคลเชอรถายทอด (transitive closures) มีนิยามและทฤษฎีท่ีเก่ียวของดังตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.5 ให R เปนความสัมพันธบน A การเชื่อมตอความสัมพันธ *R ประกอบดวยคูลํ าดับ
(a,b) ซึ่งมีวิถีระหวาง a และ b ใน R
"Rn ประกอบดวยคูลํ าดับ (a,b) ซ่ึงมีวิถีขนาด n จาก a ไป b จะไดวา

#
∞

=
=

1
*

n

nRR

ตัวอยางที่ 5.12 ให R เปนความสัมพันธบนเซตของคนทั้งหมดในโลก R จะม ี(a,b) ท่ี a ไดพบกับ b
จงหา 2, >nRn  และ *R   

วิธีทํ า Rn จะประกอบดวยคูลํ าดับ (a,b) ซึ่งจะมีคน x1,x2,…xn-1 โดยท่ี a ไดพบ
กับ x1,x1 ไดพบกับ x2,…,xn-1 ไดพบกับ b

*R  จะประกอบดวย (a,b) ถามีล ําดับของคนเร่ิมตนท่ี a และจบลงท่ี b
ซึ่งแตละคนในล ําดับไดพบกับคนถัดไปในลํ าดับ           ❙
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ตัวอยางที ่5.13 R เปนความสัมพันธบนเซตของสถานที่หยุดรถประจ ําทางทั้งหมดในกรุงเทพ ฯ
วิธีทํ า     R   = {(a,b)| เปนไปไดที่จะเดินทางจาก a ไป b โดยไมตองตอรถ}

nR  = {(a,b)| เปนไปไดที่จะเดินทางจาก a ไป b โดนตอรถ n-1 ครั้ง}
 *R  = {(a,b)| เปนไปไดที่จะเดินทางจาก a ไป b โดยตอรถไดมากคร้ัง
               เทาที่จ ําเปน}           ❙

ทฤษฎบีทท่ี 5.2   โคลเชอรถายทอดของความสัมพันธจะเทากับการเชื่อมตอความสัมพันธ  *R

พิสูจนท่ี 5.2 ตองแสดง  2 ขอ คือ 1. *R   กรณีการถายทอด
                  2. *R  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดท่ี *R  ⊆  S

1.! *R  กรณีการถายทอด ถา (a,b) ∈  *R และ (b,c) ∈  *R แลวมีวิถี จาก a ไป b
และมีวิถี จาก b ไป c ใน   R
∴  มีวิถี จาก a ไป c น่ันคือ (a,c) ∈ *R

∴  *R  มีการถายทอด

2.  *R  เปนสมาชิกท่ีเล็กท่ีสุดท่ี *R  ⊆  S
สมมติ S เปนการถายทอดความสัมพันธท่ีอยูใน R
Sn เปน การถายทอดและ Sn ⊆  S

#
∞

=
=

1
*

k

kSS และ Sk ⊆  S

ถา R⊆ S แลว R*⊆ S* เพราะวิถีใน R จะเปนวิถี ใน S ดวย
∴  R* ⊆  S* ⊆  S
น่ันคือการถายทอดความสัมพันธใด ๆ ท่ี อยูใน R จะอยูใน R*

∴ R* เปนการถายทอดโคลเชอรของ R
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ทฤษฎบีทท่ี 5.3 ให A เปนเซตที่มี n สมาชิก และ R เปนความสัมพันธบน A ถามีวิถีใน R จาก A 
ไป b แลวจะมีวิถี ดังกลาวซ่ึงขนาดไมเกิน n และเมื่อ a≠b ถามีวิถีดังกลาว จาก a 
ไป b แลว จะมีวิถีซึ่งขนาดไมเกิน n-1  จากทฤษฎบีทจะได

R* = R ∪ R2 ∪ R3 ∪ … ∪ Rn

ทฤษฎบีทท่ี 5.4 [ ]n
RRRRR

MMMM ∨∨∨∨= ...*
32

วิธีทํ า ใชในการหาการถายทอดโคลเชอร ของ R ❙

ตัวอยางที่ 5.14 ความสัมพันธ R จะแทนดวย MR =            จงหาการถายทอดโคลเชอร ของ R

    วิธีทํ า 32
* RRRR

MMM ∨∨=

=       ∨                ∨

 = ❙

ขั้นตอนวิธี Procedure  transitive closure (MR: เมทริกซศูนยหน่ึง n x n )
A=MR

B=A
For i = 2 to n

            Begin
A = A    MR

1   0   1
0   1   0
1   1   0

1   0   1
0   1   0
1   1   0

1   1   1
0   1   0
1   1   1

1   1   1
0   1   0
1   1   1

1   1   1
0   1   0
1   1   1

⋅
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B= B V A
End {B เปนเมทริกซเมทริกซศูนยหน่ึงสํ าหรับ R*}
มีความซับซอนเชิงเวลา  = (n-1)n3+(n-1)n2 = n4 – n2 = 0(n4)

5.3.3!ขั้นตอนวิธีของวอรแชล

ขั้นตอนวิธีของวอรแชล (Warshall’s algorithm) ใชในการหาการถายทอดโคลเชอร
ของ R โดยใช 2n3 บิตดํ าเนินการ โดยมีนิยามท่ีเก่ียวของตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.6 วิถีจาก a ไป b ผานเซตของจุด a(x1,x2,…xm-1) และ b(x1,x2,…xm-1)
 เรียกวาเซตของจุดภายใน (interior vertices) จุดแรกและจุดสุดทายไมเปนเซตของจุด

ภายในเวนแตวาจะถูกวิถีผานอีกคร้ังหน่ึง

ขั้นตอนวิธี   1. ลํ าดับการทํ างานคอมพิวเตอร ของ W0,W1,…Wn

เมื่อ W0 = Mr

      WK =  Wij
(t)

โดยท่ี Wij =  0  ถาไมใชกรณีนี้
1  ถามีวิถี จาก VI ไป Vj และ เซตของจุดภายในท้ังหมด

∈  {v1,v2,…vn}
2. จะได Wn  = *R

M  = การถายทอดโคลเชอรของ R
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ตัวอยางที่ 5.15 สมมติ R แทนดวย จงหาโคลเชอรถายทอดของ R จากรูปท่ี 5.4

รูปท่ี 5.4 กราฟแทนความสัมพันธ R

กํ าหนดให v1=a,v2=b,v3=c,v4=d

วิธีทํ า

MR= ∴ W0 =

W1 =    W2=

W3 =    W4 = = *R
M          ❙

0   0   0   1
1   0   1   0
1   0   0   1
0   0   1   0

0   0   0   1
1   0   1   0
1   0   0   1
0   0   1   0

0   0   0   1
1   0   1   1
1   0   0   1
0   0   1   0

0   0   0   1
1   0   1   1
1   0   0   1
0   0   1   0

0   0   0   1
1   0   1   1
1   0   0   1
1   0   1   1

1   0   1   1
1   0   1   1
1   0   1   1
1   0   1   1

a

cd

b
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ขั้นตอนวิธี   Procedure  Warshall (MR: เมทริกซศูนยหน่ึง nxn )
 W=MR

For k=1 to n
Begin

For i=1 to n
Begin

For j=1 to n

Wij = Wij ∨  (Wik ∧  Wkj)

end
end {W=[wij] เปน *R

M }

ความซับซอนเชิงเวลา = 2n3

5.4! ความสัมพันธเวียนเกิด

ความสัมพันธเวียนเกิด (recurrence relation) เปนการวิเคาะหปญหาที่ไมซับซอน แลว
พยายามอธิบายแกไขกรณีทั่วไปส ําหรับปญหาขนาดใหญ ดังนิยามและทฤษฎีท่ีเก่ียวของตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.7 ความสัมพันธเวียนเกิด สํ าหรับลํ าดับ {an} จะเปนสูตรซ่ึง แสดง an ในพจนของพจน

กอนหนา a0,a1,a2,…,an-1 สํ าหรับจ ํานวนเต็ม n ≥ n0 เมื่อ n0 ไมเปนเลขจ ํานวนเต็ม

ลบและลํ าดับนี้จะเรียกวาเปนผลลัพธของความสัมพันธเวียนเกิด ถามีพจนสอดคลอง
กับความสัมพันธเวียนเกิด
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ตัวอยางที่ 5.16 ให {an} เปนลํ าดับสอดคลองกับความสัมพันธเวียนเกิด  = an = an-1− an-2

สํ าหรับ n = 2,3,4,… และสมมติ 0a = 3, 51 =a

วิธีทํ า 235012 =−=−= aaa
352123 −=−=−= aaa

523222 −=−−=−= aaa ❙

ตัวอยางที่ 5.17 ลํ าดับ {an} เปนผลลัพธของความสัมพันธเวียนเกิด  = an = 2an-1−an-2  สํ าหรับ

n = 2,3,4… หรือไม เมื่อ nan 3=  สํ าหรับเลขที่ไมใชจํ านวนเต็มลบ n
วิธีทํ า สํ าหรับ  2≥n       212 −− −= nnn aaa

          ))2(3)1(3(2 −−−= nn

                  n3=
}3{ nan =∴  เปนผลลัพธของความสัมพันธเวียนเกิด

     = an = 2an-1−an-2

∴ }2{ n
na =  ไมเปน เพราะ 012 2 aaa −≠ ❙

ตัวอยางที ่5.18 ฝากเงินในธนาคารจํ านวน 10,000 บาท ซึ่งไดดอกเบ้ีย 11 % คิดดอกเบ้ียใหปละ
ครั้ง เม่ือครบ 30 ป จะมีเงินในธนาคารเทาไร
วิธีทํ า การคิดดอกเบี้ยจะเปนแบบทบตน ให  =nP  เงินที่มีหลังจาก n ป

111  ) 11.1( )11.0( −−− =+= nnnn PPPP
สภาพเริ่มตน  000,100 =P

 ,...)11.1( )11.1(, ) 11.1( 0
3

1
2

201 PPPPP ===∴

     0)11.1( PP n
n =

97.922,228)000,10()11.1( 30
30 ==∴ P บาท ❙
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ตัวอยางที่ 5.19 ปลอยลูกกระตาย (ตัวผูตัวเมีย) คูหน่ึง ต้ังแตแรกเกิดไวบนเกาะแหงหน่ึง ซึ่งไมมี
กระตายอ่ืนๆ อยูเลย กระตายจะมีลูกไดเม่ืออายุ 2 เดือนข้ึนไป โดยจะมีลูกคร้ังละ
2 ตัว ทุกเดือน จงหาความสัมพันธเวียนเกิดที่แสดงจํ านวนกระตาย หลังจาก n
เดือน ท่ีปลอยคูแรก (สมมติไมมีกระตายตาย)
วิธีทํ า ให fn = จํ านวนคูของกระตายหลังจาก n เดือน

∴  ได f1 = 1, f2 = 2
กระตายเม่ือส้ินเดือน n = กระตายท่ีส้ินเดือน n-1 + ลูกกระตายท่ีเกิดใหม

    fn = fn-1+ fn-2

∴ ความสัมพันธเวียนเกิด คือ  fn = fn-1+ fn-2

     ดวยสภาพเริ่มตน f1 = 1, f2 = 1    n  ≥ 3  อันดับของฟโบนักซี     ❙

ตัวอยางที่ 5.20 หอคอยฮานอย จะมีหลักหมุดอยู 3 หลัก และมีแผนทองคํ าขนาดตางกัน ตรงกลาง
แผนทองคํ ามีรูอยูตรงกลางเพื่อใหใสลงในหลักหมุดได ในตอนเร่ิมตนแผนทองคํ า
ท้ังหมดจะอยูในหลักหมุดท่ี 1 (ซายมือสุด) กอนโดยเรียงขนาดของแผนจากใหญ
ไปเล็ก แผนใหญท่ีสุดจะอยูดานลาง จุดประสงคคือตองการยายแผนทองคํ าจาก
หลักหมุดซายมือสุดไปหลักท่ีอยูขวามือสุด โดยมีเงื่อนไขวาจะไมน ําแผนท่ีมีขนาด
ใหญกวาวางทับแผนท่ีมีขนาดเล็กกวา และสามารถยายไดทีละ 1 แผนตอคร้ัง
Johnsonbaugh, 1984, p.72-73)  จงหาจํ านวนการยายเม่ือมีแผนทองคํ า n แผน
ในรูปของความสัมพันธเวียนเกิด
วิธีทํ า ให Hn =  จํ านวนของการยายเม่ือ มีแผนทองคํ า n แผน

วิธีการยาย  1. ยายแผนท่ี n-1 จากหลักหมุดซายไปไวหลักกลาง
2. ยายแผนท่ี n ไปไวท่ีหลักขวามือสุด
3. ยายแผนท่ี  n-1 จากหลักกลางไปไวที่หลักขวา
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*.......................12      1     111 +=++=∴ −−− nnnn HHHH
                               Hn = 2Hn-1+1

    = 2(2Hn-2+1)+1)
    122 2

2 ++= −nH
    1222 2

3
3 +++= −nH

    12.....222 32
1

1 +++++= −−− nnn H

    12.....222 321 +++++= −−− nnn

    12 −= n

ดังน้ัน หากพระตองการยายแผนทองคํ า 64 แผนไปยังอีกหลักหมุดหน่ึง 
สมมติการยายใชเวลา  1 วินาที/แผน จะตองใชเวลาในการยายท้ังส้ิน

              615,551,709,073,744,446,181264 =−  วินาที หรือ 500>  พันลานป
วันท่ีพระยายแผนสุดทายเสร็จคือวันโลกาวินาศ (doomsday) ❙

ตัวอยางที่ 5.21    จงหาความสัมพันธเวียนเกิดและก ําหนดสภาพเร่ิมตน ในการกํ าหนดจํ านวนของ
สายของบิตขนาด  n ท่ีสรางข้ึนโดยไมมี 0 อยูติดกัน
วิธีท ํา กรณีท่ีบิตสุดทายเปน 1

จํ านวนของรูปแบบบิต ที่ไมม ี0 อยูติดกัน จะเทากัน
จํ านวนของรูปแบบบิต ขนาด n-1 ที่ไมม ี0 อยูติดกัน , 1−na

กรณีท่ีบิตสุดทาย เปน 0
จํ านวนของรูปแบบบิตท่ีไมมี “00” จะเทากับ จํ านวนของรูปแบบบิต
ขนาด n-2 ที่ไมม ี“00” , 2−na  (บิตรองสุดทายตองเปน 1)

21 −− +=∴ nnn aaa  สํ าหรับ 3≥n
สภาพเริ่มตน  3,2 21 == aa , 8,5 43 == aa ,...135 =a            ❙
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5.5! ความสัมพันธสมมูล

ความสัมพันธสมมูล (equivalence relation) เปนความสอดคลองตองกันของคุณสมบัติ
ภายใตความสัมพันธนั้น ๆ มีนิยามและทฤษฎีที่ส ําคัญดังตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.8 ความสัมพันธบนเซต A จะเรียกวาความสัมพันธสมมูล ถาความสัมพันธมีคุณสมบัติ
สะทอน สมมาตร และถายทอด

ตัวอยางที่ 5.22 R เปน ความสัมพันธบนเซตของสายตัวอักษรภาษาอังกฤษ
วิธีทํ า กํ าหนดวา (a,b) R∈  ก็ตอเมื่อ l(a) = l(b) เมื่อ l(x) = ขนาดของ R มี

คุณสมบัติสะทอน สมมาตร และถายทอด
R∴  เปนความสัมพันธสมมูล ❙

ตัวอยางท่ี 5.23 จาก R = {(a,b)|a ≡ b mod m} เปนความสัมพันธสมมูลหรือไม
วิธีทํ า a ≡ a mod m     ∴  มีคุณสมบัติการสะทอน

a ≡ b mod m   →  b ≡ a mod m     ∴  มีคุณสมบัติสมมาตร
 a ≡ b mod m , b ≡ c mod m

a – c = (a - b) + (b - c) = km+lm = (k+l)m
∴  a ≡ c mod m     ∴  มีคุณสมบัติการถายทอด
∴  R เปนความสัมพันธสมมูล ❙

5.5.1 ชั้นสมมูล

นิยามท่ี 5.9 R เปนความสัมพันธสมมูลบน A เซตของสมาชิกที่มีความสัมพันธกับสมาชิก a ของ A 
จะเรียกวาชั้นสมมูล (equivalence classes) ของ a wrt R เขียนแทนดวย [a]R  โดย
[a]R = {s|(a,s) ∈ R}  และถา  b∈ [a]R  b จะเรียกวาตัวแทนของช้ันสมมูลน้ี
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ตัวอยางท่ี 5.24 R = {(a,b)a = b หรือ a=-b} จงหาชั้นสมมูลของเลขจ ํานวนเต็ม

วิธีทํ า [a]R = {a,-a}

[7]R = {7,-7}

[5]R = {5,-5}

[0]R = {0} ❙

5.5.2 ชั้นสมมูลและการแบงกั้น

ชั้นสมมูลและการแบงกั้น (partition) มีทฤษฎีส ําคัญดังตอไปน้ี

ทฤษฎบีทท่ี 5.5 R เปนความสัมพันธสมมูลบน A แลว
(i)! a  R  b
(ii)! [a] = [b]
(iii)! [a] ∩ [b] 0≠

พิสูจนท่ี 5.5 (i)  → (ii) →  (iii) →  (i)
1.! (i)  → (ii)  ให  ]a[c∈   →a  R  b , " a  R  b →  b R a

     →  b R a
     →c R  b
     →c ]b[∈

     ][][ ba ⊆∴
           ให →∈ ]a[c  c R  b

           →  c R  a
           →  c ][a∈

][][ ab ⊆∴

สมมูลกัน
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         น่ันคือ ][][ ba ⊆∴
2.!  (ii) →  (iii) ให  [a]=[b]  ≠∩∴ ][][ ba  ∅ เวนแต [a]

     แต  [a] 0≠  เพราะ ][aa ∈ เน่ืองจาก เปน
3.! (iii) →  (i)  ให  ≠∩ ]b[]a[ ∅

     มี c ][a∈  และ c cb ∃∈      ][
    a R c และ b R c
    a R c และ c R b

               →a R b
ความสัมพันธสมมูลบน A

Aa
Aa

r =
∈
# ][

[a]R∩ [b]R = ∅  เมื่อ  RR ba ][][ ≠
[a],[b] เปนเซตเดียวกันหรือไมก็เปนเซตตางสมาชิก

การแบงก้ันของเซต S จะเปนที่รวมของเซตยอยที่เปนเซตตางสมาชิกที่ไมใชเซต
วาง ของ S ซ่ึงยูเนียนกันแลว เปน S
หรือ Ι∈iA i ,  จะเปนการแบงก้ันของ S
ก็ตอเม่ือ A i ≠ ∅ Ι∈∀ i 

  Ai∩Ai = ∅ เมื่อ i≠j
และ SAi

i
=

∈
#

Ι

ทฤษฎบีทท่ี 5.6 R เปนความสัมพันธสมมูลบน S แลว ชั้นสมมูลของ R จะมีรูปเปนการแบงก้ัน ของ 

S และกลับกัน ถากํ าหนดการแบงก้ัน {Ai|i∈ I } ของ S แลวจะมีความสัมพันธ     

สมมูล R ที่มี iA เปนชั้นสมมูล
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ตัวอยางท่ี 5.25 เซตอะไรในการแบงกั้นของเลขจ ํานวนเต็มที่เปนผลมาจากสมภาค mod 4  
วิธีทํ า ,...}8,4,0,4,8{...,]0[ 4 −−=

,....}9,5,1,3,7{...,]1[ 4 −−=
,...}6,2,2,6{...,]2[ 4 −−=

,...}11,7,3,1,5{...,]3[ 4 −−=
แตละชั้นเปนเซตตางสมาชิก และยูเนียน = เลขจํ านวนเต็ม
∴ สรางรูปเปนการแบงก้ันของเลขจํ านวนเต็มได ❙

 
5.6 อันดับยอย  

อันดับยอย (partial ordered) เปนเซตของสมาชิกบางสวนของสมาชิกท้ังหมดท่ีมีอยู ซึ่งเมื่อ
เลือกมาพิจารณาแลวยังคงคุณสมบัติของความสัมพันธครบถวน อาทิ คุณสมบัติการสะทอน การถาย
ทอด และการตอตานการสมมาตร เปนตน นิยามและทฤษฎท่ีสํ าคัญของอันดับยอยมีดังตอไปน้ี

นิยามท่ี 5.10 ความสัมพันธ R บนเซต S จะเรียกวาอันดับยอย (partial ordering) ถา R มี         
คุณสมบัติการสะทอน, การตอตานการสมมาตร และการถายทอด เซต S และ R จะ
เรียกวาเซตล ําดับอยางยอย หรือโพเซต (poset) แทนดวย (S,R)

ตัวอยางท่ี 5.26 จงแสดงวา  ≥ เปนอันดับยอยบนเลขจํ านวนเต็ม
วิธีทํ า aa ≥" ∴  เปนการสะทอน

ถา ba ≥ และ  ab ≥  แลว ba =
∴  เปนการตอตานการสมมาตรถา ba ≥
     และ  ab ≥  แลว ca ≥   ∴  เปนการถายทอด
∴≥  เปน อันดับยอย   มี ),( ≥Z  เปนโพเซต ❙
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สัญลักษณ      สัญกรณของโพเซต  a ≼ b  หมายถึง (a,b)∈ R
ba ≤  หมายถึง ba ≤  แต ba ≠

∴ เปนอันดับยอย

นิยามท่ี 5.11 สมาชิก a  และ b ของโพเซต (s,≺) จะเรียกวามีการวัดเทียบ (comparable) ถา      

a≼ b หรือ b≼ a อยางใดอยางหนึ่ง เมื่อ a,b∈ S ซึ่งถาไมเปนทั้งสองอยางทั้ง            

a ≼ b และ b ≼ a  แลว a และ b จะเรียกวาไมมีการวัดเทียบ (incomparable)

ตัวอยางท่ี 5.27 โพเซต |),( +Z

วิธีทํ า 3   และ  9 มีการวัดเทียบเพราะ 3 ∣ 9
5   และ  7 เปน  ไมมีการวัดเทียบเพราะ 5   ∤ 7 และ  7 ∤ 5 ❙

นิยามท่ี 5.12 ถา  (S,≼) เปน โพเซต และ 2 สมาชิกใด ๆ ของ S มีการวัดเทียบ S จะเรียกวา         
เซตมีลํ าดับอยางสิ้นเชิง (totally ordered) หรือ เซตมีลํ าดับเชิงเสน (linearly 

ordered) และ ≼ จะเรียกวาลํ าดับท้ังหมด (total order)

ตัวอยางท่ี 5.28 โพเซต ),( ≤+Z  เปนเซตมีลํ าดับอยางส้ินเชิง
วิธีทํ า เพราะ a ≤ b หรือ b ≤ a เมื่อ a และ b เปนเลขจ ํานวนเต็ม ❙

ตัวอยางท่ี 5.29 โพเซต |),( +Z   ไมเปนเซตมีลํ าดับอยางส้ินเชิง
วิธีทํ า เพราะมีสมาชิกบางตัวซึ่งไมมีการวัดเทียบ เชน 5 และ 7 เปนตน ❙
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5.6.1 ลํ าดับพจนานุกรม

ถาพบวามีโครงสรางอันดับยอยของผลคูณคารทีเชียน 2 โพเซตคือ (A1,≼1) และ 
(A2,≼2) แลว ลํ าดับพจนานุกรม (lexicographic order) ≼ บน A1 X A2 ถูกจํ ากัดโดยขอกํ าหนดท่ีวา

ลํ าดับคูท่ี 1 ตองนอยกวาลํ าดับคูท่ี 2 หรือ (a1,a2) ≺ (b1,b2) เมื่อ  a1≤ b1  หรือ เมื่อ a1 = b1 และ  

a2 ≤ b2

ตัวอยางท่ี 5.30 จงหาวา (3,5) $ (4,8), (3,8)$ (4,5) และ (4,9)$ (4,11) อยูในโพเซต (ZXZ,≼) ท่ี

≼ เปนล ําดับพจนานุกรมท่ีถูกสรางจาก ≤ ท่ีมีความสัมพันธบน Z หรือไม
วิธีทํ า (3,5) $ (4,8)  เพราะ    3 < 4

(3,8)$ (4,5) เพราะ 3 < 4
(4,9)$ (4,11) เพราะ 9  < 11

∴ โพเซต (ZXZ,≼) เมื่อ ≼ เปนล ําดับพจนานุกรม
 และยังสามารถกํ าหนดบน nAAA ××× .....21

)a,......a,a( n21 $ )b,...,b,b,b( n321  ไดในลักษณะเดียวกัน ❙

ตัวอยางท่ี 5.31  อันดับตอไปน้ีเปนลํ าดับพจนานุกรมหรือไม
Discreet $  discrete เปน เพราะ e < t
Discreet $  discreetness ไมเปน เพราะ discreet = discreetness
Discreet $  discreetion เปน เพราะ discrete$  discret          ❙
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5.6.2 แผนภาพแฮช

แผนภาพแฮช (hasse diagrams)เปนแผนภาพท่ีใชแทนอันดับยอย ท่ีมีการทํ างาน
เปนขั้นตอนดังตอไปน้ี (Rosen, 1995, p.406-407)

1.!เร่ิมจากกราฟระบุทิศทางสํ าหรับ ความสัมพันธนั้น
2.!ลบการวนซํ ้าท่ีทุก ๆ จุดของเซต
3.!ลบเสนเช่ือมท่ีเกิดจากการถายทอด
4.!จัดเรียงแตละเสนเชื่อมใหเสนเชื่อมเริ่มตนอยูขางลางและใหเสนเชื่อมสิ้นสุด อยู
ขางบน

5.!ลบลูกศรท้ังหมดออกไป ดังตัวอยางการทํ างาน ในรูปท่ี 5.5

รูปท่ี 5.5 แสดงการทํ างานของแผนภาพแฮช

ตัวอยางท่ี 5.32 จงเขียนแผนภาพแฮชซ่ึงแทนอันดับยอย {(a,b) | a หาร b } บน {1,2,3,4,6,8,12}
  วิธีทํ า ดังการทํ างานในรูปท่ี 5.6 ในรูปซายมือสุดจะลบการวนซ้ํ าท่ีทุก ๆ จุดของ
เซตกลายเปนรูปกลางจากน้ันลบเสนเชื่อมท่ีเกิดจากการถายทอด จัดเรียงแตละ
เสนเชื่อมใหเสนเชื่อมเริ่มตนอยูขางลางและใหเสนเชื่อมสิ้นสุดอยูขางบน จากน้ัน
ลบลูกศรท้ังหมดออกไปจะกลายเปนรูปท่ีอยูซายมือสุด                                    ❙
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4
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รูปท่ี 5.6 แผนภาพแฮชแทนอันดับยอย {(a,b) | a หาร b } บน {1,2,3,4,6,8,12}

ตัวอยางท่ี 5.33 จงเขียนแผนภาพแฮชส ําหรับอันดับยอย {(A,B)|A⊆ B} บน เพาเวอรเซต ของ S,
P(S), เมื่อ S = {a,b,c}
วิธีทํ า P(s) ={∅,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}

อันดับยอย  = {(∅,∅),({a},{a}),………..,(∅,{a}), (∅,{b}),(∅,{c})
ลบคูลํ าดับท่ีเปนการสะทอนและท่ีเกิดจากการถายทอดจะไดผลลัพธ
ดังรูปท่ี 5.7 ❙

รูปท่ี 5.7 แสดงผลลัพธจากการเขียนแผนภาพแฮชส ําหรับอันดับยอย  {(A,B)|A⊆ B}
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c

e

f

b

d

g

a

h j

นิยามท่ี 5.13 x เปน ขอบเขตบนต่ํ าสุด (least upper bound: lub) ของ A ถา x เปนขอบเขตบน
และนอยกวาขอบเขตบนของ A ตัวอ่ืนๆ x เปนขอบเขตลางสูงสุด (greatest lower 
bound: glb) ของ A ถา x เปนขอบเขตลางและมากกวาขอบเขตลางของ A ตัวอ่ืน ๆ

ตัวอยางท่ี 5.34    จงหาขอบเขตลางสูงสุดและขอบเขตบนต่ํ าสุดของ {b,d,g} จากรูปท่ี 5.8
วิธีทํ า ขอบเขตบนของ {b,d,g} คือ g,h

∵g≺h ∴  ขอบเขตบนต่ํ าสุด คือ g
ขอบเขตลางของ {b,d,g} คือ a,b

∵a≺b ∴  ขอบเขตลางสูงสุด คือ b ❙

รูปท่ี 5.8 แผนภาพแฮชของโพเซตตัวอยาง

ตัวอยางท่ี 5.35 จงหาขอบเขตลางสูงสุดและขอบเขตบนต่ํ าสุดของ {3,9,12} และ  {1,2,4,5,10} ใน
โพเซต (Z+,|)
วิธีทํ า สํ าหรับ {3,9,12} จํ านวนเต็มบวกท่ีหาร 3,9,12 ลงตัวคือ 1,3

∴ ขอบเขตลาง คือ 1,3  และได  1 3

∴ ขอบเขตลางสูงสุดคือ 3
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เลขจํ านวนเต็มบวกท่ี 3,9,12 หารลงตัวคือ 36,72,…..108,…..
∴ ขอบเขตบนคือ 36,72,108,…..
และ 36 หารขอบเขตบนทุกตัวลงตัว

∴  ขอบเขตบนต่ํ าสุดคือ  36                                ❙

นิยามท่ี 5.14 ),S( ≤  เปนเซตท่ีมีอันดับดีแลว ถาเปนโพเซต ซึ่ง ≤  อันดับท้ังหมด (total ordered)
และทุกเซตท่ีไมเปนเซตวางของเซตยอยของ S จะมีสมาชิกตํ่ าสุดเสมอ

ตัวอยางท่ี 5.36 เซตของคูล ําดับของจํ านวนเต็มบวก ×+ ×ZZ,  ซึ่งเรียงล ําดับพจนานุกรมจะเปน
เซตอันดับท้ังหมด
วิธีทํ า (Z,≤) ไมเปนลํ าดับดีแลวเพราะ ≤  ไมเปนเซตอันดับท้ังหมด

      เนื่องจาก เลขจ ํานวนเต็มลบ ⊆  Z ไมมีสมาชิกตํ่ าสุด ❙

5.6.3 แลตทิช

  แลตทิช (lattices) เซตของอันดับยอยที่ทุกคูของสมาชิกมีทั้งขอบเขตลางใหญสุด
และขอบเขตบนเล็กสุด แลตทิชมีคุณสมบัติมากมาย อาทิ ใชในการประยุกตแตกตางกันมาก ๆ เชน 
การไหลของสารสนเทศ และการใชหนาที่สํ าคัญในพีชคณิตบูลีน (Rosen, 1995, p.411)

ตัวอยางท่ี 5.37 โพเซต (Z+,|) เปนแลตทิชหรือไม
 วิธีทํ า ให a และ b เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก ขอบเขตลางใหญสุดและ

ขอบเขตบนเล็กสุดของเลขทั้ง 2 ตัว คือ ค.ร.น. และ ห.ร.ม.ของเลขทั้ง
คู ถาตรวจสอบแลวมีเลขดังกลาวจะถือวาโพเซตน้ีเปนแลตทิช        ❙
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ตัวอยางท่ี 5.38 โพเซต ({1,2,3,4,5},|)  กับ ({1,2,4,8,16},|) เปนแลตทิชหรือไม
วิธีทํ า พิจารณาจาก ({1,2,3,4,5},|) ปรากฎวา 2 และ 3 ไมมีขอบเขตบนใน

โพเซต จึงไมมีขอบเขตบนเล็กสุดทํ าใหไมเปนแลตทิช
พิจารณาจาก ({1,2,4,8,16},|) ทุก ๆ 2 ตัวของสมาชิกมีท้ังขอบเขตลาง
ใหญสุดและขอบเขตบนเล็กสุด ดังนั้นจึงเปนแลตทิช                        ❙

5.6.4 โทโพโลจิคอลของการเรียง

นิยามท่ี 5.15 โทโพโลจิคอลของการเรียง (topological sorting)  เปนการสรางการเขากันไดไปยัง
เซตท่ีมีอันดับดีแลวจากอันดับยอยไปยังอันดับท้ังหมด ตัวอยางเชน ≤  จะเรียกวาเขา
กันไดกับอันดับยอย R ถา  a  ≤   b เมือ่ไรก็ตามท่ี  a  R  b

ทฤษฎบีทท่ี 5.7 ทุกเซตจํ ากัดท่ีไมเปนเซตวาง โพเซต (S,≤) จะมีสมาชิกต่ํ าสุด

พิสูจนท่ี 5.7 เลอืกสมาชิก a0 ของ S
ถา a0  ไมเปนตัวต่ํ า จะม ีa2 ซึ่ง a2 < a1

ทํ านองเดียวกัน ตัวท่ีลํ าดับ  = nA  จะม ี 1+nA  ซึ่ง 1+nA < nA

เพราะเซตยอยของ (S,≤) เปนเซตจํ ากัด
∴  จะตองมีสมาชิกต่ํ าสุด

5.6.5 ขั้นตอนวิธีโทโพโลจิคอลของการเรียง

ตองกํ าหนดอันดับท้ังหมดบน โพเซต  (A,≤) ),( ≤A
1.! เลือกสมาชิกตัวต่ํ า 1a  (จะตองมีเสมอจากคํ าจ ํากัดความ)
       (A-{a},≤)  เปนล ําดับแรก
2.! ลบ a1  จาก A แลวเลือกตัวต่ํ าคือ 2a
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G

D F

B

A C E

       ทํ าเชนน้ีเร่ือยๆ ไป ตราบใดท่ี A ยังไมเทากับเซตวาง
       เน่ืองจาก A เปนเซตจํ ากัด  ∴  การประมวลผลจะตองสิ้นสุด

          ∴  naaa ≤≤≤ ...21
       อันดับท้ังหมดน้ี จะตรงกับอันดับยอยเดิม

ตัวอยางท่ี 5.39 จงหาอันดับท้ังหมดท่ีเขากันไดของโพเซต ( {1,2,4,5,12,20} , ∣)
วิธีทํ า (1) เลือกตัวต่ํ าได  1 และ ลบออกเหลือ {2,4,5,12,20}

(2)!เลือกตัวต่ํ าท่ีเหลือได 2,5 (เลือก 1 ตัว สมมติเลือก 5)
ลบ 5 ออก เหลือ {2,4,12,20}
ทํ าเชนน้ีเร่ือย ๆ ไปจนกวาจะเปน ∅
∴  จะเขากันไดกับอันดับท้ังหมดน่ันคือ

 1≺ 5 ≺ 2 ≺ 4 ≺ 20 ≺ 12  ❙

ตัวอยางท่ี 5.40 การทํ างานโครงการหน่ึง ประกอบดวย 7 งาน ดังรูปท่ี 5.9 ซ่ึงประกอบกันเปน
อันดับยอย โดยการพิจารณา งาน X≺ งาน Y หมายถึงงาน Y จะเริ่มไดเมื่องาน X 
เสร็จแลว จงหาอันดับของงานท่ีจะทํ าโครงการน้ีเสร็จ

    

รูปท่ี 5.9 โครงการประกอบดวย 7 งาน

    วิธีทํ า อันดับของงาน 7 งานท่ีเสร็จส้ินโครงการแสดงไดดังรูปท่ี 5.10 โดยการ
เลือก A→C→B→E→F→D→G         ❙
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รูปท่ี 5.10 การเลือกตัวต่ํ าออกจากอันดับของงาน 7 งาน

5.6.6 สมาชิกคาสูงสุดและสมาชิกคาตํ ่าสุด

นิยามท่ี 5.16 a เปนสมาชิกคาสูง ใน โพเซต (S,≤)  ถาไมม ีb ∈  S  ซึ่ง a < b
a  เปนสมาชิกคาต่ํ า ถาไมม ีb ∈  S ซึ่ง  b < a

ตัวอยางท่ี 5.41 พิจารณาโพเซต }},25,20,12,10,5,4,2{{  จงหาสมาชิกคาสูงและตํ ่า โดยแทนเปน

แผนภาพแฮช
วิธีทํ า แสดงดังรูปท่ี 5.11

รูปท่ี 5.11 แผนภาพเฮชของโพเซต

นิยามท่ี 5.17 a เปนสมาชิกคาสูงสุดของ (S,≤)   ถา a≤5   Sb∈∀

a เปนสมาชิกคาต่ํ าสุดของ (S,≤)   ถา ba ≤   Sb∈∀

คาสูงคือ 12,20,25                           ❙

คาต่ํ าคือ  2,5
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ตัวอยางท่ี 5.42 จากแผนภาพที่ใหมาในรูปที ่5.12 จงหาสมาชิกคาสูงสุดและตํ ่าสุด

รูปท่ี 5.12 แผนภาพตัวอยางเพ่ือการหาสมาชิกคาสูงสุดและต่ํ าสุด

นิยามท่ี 5.18 u  เปนขอบเขตบนของ A⊆ (S,≤) ถา a ≤ u, ∀  ∈ A
l  เปนขอบเขตลางของ A⊆ (S,≤)  ถา l ≤ a, ∀∈ A

ตัวอยางท่ี 5.43 จากแผนภาพที่ใหมาในรูปที ่5.13 จงหาขอบเขตบนและขอบเขตลาง

รูปท่ี 5.13 แผนภาพตัวอยางเพ่ือการหาขอบเขตบนและขอบเขตลาง

วิธีทํ า A={a,b,c}  ขอบเขตลางคือ a ขอบเขตบนคือ e,f,i,h
A={j,h}  ขอบเขตลางคือ f,e,c,b,a ขอบเขตบน ไมมี                    ❙
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5.7 สรุป

ในบทน้ีไดศึกษาวิธีการนับโดยอาศัยความสัมพันธและการเวียนบังเกิด  สํ าหรับปญหา
หลายประเภท วิธีการน้ีมีความซับซอนนอยกวาวิธีการอ่ืน ๆ เพราะเปนการพิจารณาแกปญหาทั่วไป
โดยอาศัยปญหาขนาดเล็กลงมา เพื่อไดความสัมพันธเวียนเกิด และเงื่อนไขเริ่มตน การแทนคาเพ่ือหา
คํ าตอบสามารถกระทํ าไดส ําหรับ n ซึ่งมีคาไมมากนัก ถา n มีคามากการใชคอมพิวเตอรหาค ําตอบจะ
สามารถกระทํ า อยางไรก็ตาม สํ าหรับความสัมพันธเวียนเกิดบางประเภท การแกสมการเพื่อหา       
คํ าตอบท่ัวไปในรูปฟงกชันของ n ก็ทํ าไดเชนกัน
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5.8  แบบฝกหัดทายบท

1.! จงหา ความสัมพันธ R บนเซตของเลขจ ํานวนเต็มทุกตัว มีคุณสมบัติการสะทอน, การ
สมมาตร, การตอตานการสมมาตร, และ/หรือ การถายทอด, เมื่อ (x,y) ∈  R จากขอตอ
ไปนี้
1.1! x ≠ y
1.2! xy ≥1
1.3! x= y + 1 or x = y – 1
1.4! x ≡ y (mod 7)
1.5! x = y2

1.6! x ≥y2

2.! ให R เปนความสัมพันธบนเซตของประชากรประกอบดวยคูของ (a,b) โดยท่ี a บิดา
มารดาของ b. ให  S เปนความสัมพันธบนเซตของประชากรประกอบดวยคูของ (a,b)
โดยท่ี a และ b เปนพ่ีนอง จงหา SoR และ RoS

3.! จงแทนความสัมพันธ {1,2,3} ดวยเมทริกซ (โดยสมาชิกของเซตน้ีแสดงเปนอันดับแบบ
เพิ่มคาขึ้น)

3.1! {(1,1), (1,2), (1,3)}
3.2! {(1,2), (2,1), (2,2), (3,3)}
3.3! {{(1,2), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3,3)}

4.! ให R เปนความสัมพันธที่แทนดวยเมทริกซ  MR

MR = 














101
011
110
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จงหาเมทริกซท่ีใชแทนขอตอไปน้ี
4.1! R-1 4.2    R  4.3   R-2

5.! หาโคลเชอรถายทอดบน {1,2,3,4} จากความสัมพันธดังตอไปน้ี
5.1! {(1,2), (2,1), (3,4), (4,1)}
5.2! {(2,1), (2,3), (3,1), (3,4), (4,1), (4,3)}
5.3! {{(1,2), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (3,3)}

6.! สมมติให A ไมเปนเซตวาง และ f เปนฟงกชันที่ม ีA เปนโดเมน. เมือ่ให  R เปนความ
สัมพันธของ f(x) = f(y)

6.1! จงแสดง R เปนความสัมพันธสมมูลบน A
6.2! ชั้นสมมูลของ R คือ

7.! หาอันดับพจนานุกรมของ n-แถว ตอไปน้ี
7.1! (1,1,2), (1,2,1)
7.2! (0,1,2,3), (0,1,3,2)
7.3! (1,0,1,0,1), (0,1,1,1,0)

8.! โพเซตตามแผนภาพแฮชในขอตอไปน้ีขอใดเปนแลตทิช
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