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บทที่ 4
การนับ การจัดเรียง และการประสม

4.1! ความนํ า

การนับแมจะเปนความสามารถพื้นฐานของมนุษย แตในมุมมองของปญหาเร่ืองการนับจะ
มีโจทยและการแกไขที่หลากหลาย แนวทางการไดมาซ่ึงคํ าตอบน้ันจะข้ึนอยูกับแนวคิด เทคนิคและ
ประสบการณ โดยมากใชหลักการของเหตุผลรวมท้ังความคิดรวบยอดท่ีครอบคลุม การนับนํ าพาสูการ
จัดเรียงหรือการจัดล ําดับ และการเลือกส่ิงท่ีท่ีประสมกันอยูในลํ าดับของการจัดเรียงของเซตของส่ิงท่ี
สนใจ

การหาคํ าตอบของการนับ อาศัยเพียงพ้ืนฐานทางคณิตศาสตรคือการบวกและการคูณเทา
น้ัน สวนปญหาการประสมเกิดข้ึนจากการพยายามศึกษาเกมการพนัน ซ่ึงมีมาต้ังแตศตวรรษท่ี 17 วิธี
การแกปญหาน้ี จะใชหลักของการนับและหลักของความนาจะเปน  เม่ือใชแนวคิดท่ีมีแบบแผนในการ
หาคํ าตอบจึงสามารถเขียนข้ันตอนวิธีท่ีตายตัว เพื่อนํ าไปสูการเขียนโปรแกรมภาษาสงใหคอมพิวเตอร
ประมวลผลไดในที่สุด

4.2! พ้ืนฐานของการนับ

การนับแมจะมีสูตรเก่ียวกับการจัดเรียง และการประสมอยูบาง แตไมไดมีทฤษฎีเฉพาะทาง 
การนับ จัดเปนความสามารถพื้นฐานของมนุษยส ําหรับใชในการแกปญหาดวยทักษะทางคณิตศาสตร
โดยอาศัยพื้นฐานทางคณิตศาสตรคือ การบวกและการคูณ อธิบายไดดังน้ี
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4.2.1!หลักแหงการบวก

หลักแหงการบวก (the sum rule) ถางานหน่ึงสามารถทํ าสงใน !"  วิธ ีภายใตเง่ือน
ไข 1 และสามารถจะทํ าสํ าเร็จใน #"  วิธี ภายใตเงื่อนไข 2 โดยเง่ือนไข 1,2 ไมสามารถจะเกิดขึ้นพรอม
กันได    แลวจะม ี #! "" +  วิธีในการทํ างานนี้

ตัวอยางที ่4.1 จะมีก่ีวิธีในการเลอืกตัวแทน 1 คนจาก กลุม นักศึกษา ซ่ึงประกอบดวย ป 3 มี 60
คน และ นักศึกษาป 4 ซึ่งม ี58 คน
วิธีทํ า การเลือกตัวแทนจากนักศึกษาป 3 มี 60  วิธี

การเลือกตัวแทนจากนักศึกษาป 4 มี 58 วิธี
∴  จะมีวิธีในการเลือกตัวแทน 60+58 = 118 วิธี ❙

ตัวอยางที ่4.2 นักศึกษาจะมีวิธีในการเลือกหัวขอวิทยานิพนธไดก่ีวิธี ถา อาจารยคนท่ี 1 มี 4 หัว
ขอ อาจารยคนที ่2 มี 3 หัวขอ อาจารยคนท่ี 3 มี 5 หัวขอ (หัวขอไมซํ ้ากัน) ใชกลัก
แหงการบวก ซึ่งสามารถจะขยายไปเปน "  งานได
วิธีทํ า วิธีในการเลือกหัวขอวิทยานิพนธจาก อาจารยคนท่ี  1 =  4  วิธี

วิธีในการเลือกหัวขอวิทยานิพนธจาก อาจารยคนท่ี  2 =  3  วิธี
วิธีในการเลือกหัวขอวิทยานิพนธจาก อาจารยคนท่ี  3 =  5  วิธี
∴ วิธีในการเลือกหัวขอวิทยานิพนธ = 4+3+5 =12 วิธี ❙

4.2.2!หลักแหงการคูณ

หลักแหงการคูณ (the product rule) สมมติกรรมวิธีการหน่ึงสามารถจะแบงออก
เปน 2 งาน ถางานท่ี 1  มี !" วิธีในการทํ า และงานที่ม ี #"  วิธีในการทํ า หลังจากงานที ่1 ทํ าเสร็จแล
วจะม ี !" #"  วิธีในการทํ ากรรมวิธีการน้ี
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ตัวอยางที ่4.3 ถากํ าหนดเลขทะเบียนรถเปนตัวอักษรไทย 1 ตัว และ ตัวเลขไมเกิน 3 หลัก จะ
สามารถออกเลขทะเบียนใหรถไดก่ีคัน
วิธีทํ า ∴ ตัวอักษรไทยม ี44 ตัว และ เลขไมเกิน 3 หลัก มีอยู 1000 จํ านวน

ดังน้ัน   จะมีวิธีใหเลขทะเบียนได $$$%&&!$$$&& =×  วิธี ❙

ตัวอยางที ่4.4 จะมีก่ีวิธีในการแปลงอักษรภาษาอังกฤษ ไปเปนอักษรภาษาอังกฤษในการเขารหัส
วิธีทํ า A   มีวิธีในการแปลง 26 วิธี

B   มีวิธีในการแปลง 25 วิธี

∶
Y  มีวิธีในการแปลง 2 วิธี
Z   มีวิธีในการแปลง 1วิธี
∴  วิธีในการแปลงทั้งหมด    '#(!##)#( =××× วิธี ❙

ตัวอยางที ่4.5 การเลือกรหัสลับจากตัวอักษรภาษาอังกฤษ 26 ตัว จะมีได ก่ีวิธี ถาตองเลือก
รหัสลับความยาวไมนอยกวา 2 ตัวอักษร แตไมเกิน 4 ตัวอักษร
วิธีทํ า ความยาวรหัสลับ  = 2   เลือกได ##( วิธี

ความยาวรหัสลับ  = 3   เลือกได *#( วิธี
ความยาวรหัสลับ  = 4   เลือกได &#( วิธี
∴ วิธีในการเลือกรหัสลับ = ##+%,&)#(#(#( &*# =++    วิธี ❙
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4.3 หลักการรวมเขาแยกออก

หลักการรวมเขาแยกออก (principle of inclusion-exclusion) เมื่องานสามารถจะทํ า
พรอม ๆ กันได การนับจํ านวนวิธีที่จะทํ างานนั้น ๆ จะเพียงแตบวกกันเหมือนหลักแหงการบวกไมได จะ
ตองลบดวยจํ านวนวิธีที่จะทํ างานทั้งสองไดพรอม ๆ กัน ดวยการนับจํ านวนสมาชิกในเอกภพสัมพัทธที่
มีคุณสมบัติตามท่ีตองการ โดยสมาชิกตาง ๆ ท่ีมีคุณสมบัติเดียวกัน จะถูกรวมเปนกลุมเขาดวยกันเปน
เซต โดยใหนิยาม A  วาเปนสวนเติมเต็มของเซต A ซ่ึงหมายถึงเซตท่ีประกอบไปดวยสมาชิกใน เอก
ภาพสัมพัทธที่ไมเปนสมาชิกของ A แสดงดังแผนภาพของเวนน รูปท่ี 4.1 โดยกํ าหนดให N แทน

สมาชิกทั้งหมดในเอกภพสัมพัทธ และ ให |A| แทนจํ านวนสมาชิกของเซต A จะไดวา| A | = N-|A| 
ตัวอยางเชน มีนักศึกษาท่ีลงเรียนวิชาดิสครีตจํ านวน 100 คน ในจ ํานวนน้ีเปนนักศึกษาเอกวิทยาการ
คอมพิวเตอรจ ํานวน 30 คน (ใหแทนดวยเซต A) แสดงวามีนักศึกษาท่ีไมใชเอกวิทยาการคอมพิวเตอร

มาลงเรียนวิชาดิสครีต เปนจ ํานวน N - |A| = 100-30 = 70 คน

A

รูปท่ี 4.1 แผนภาพของเวนน สํ าหรับหนึ่งเซต

จากจํ านวนนักศึกษาท่ีลงเรียนวิชาดิสครีตดังตัวอยางขางตน ถาตองการทราบวาม ี       
นักศึกษาหญิงอยู 40 คน (ใหแทนดวยเซต B) และในจํ านวนน้ีมีนักศึกษาเอกวิทยาการคอมพิวเตอร 
12 คน จึงสรุปไดวาจํ านวนนักศึกษาท่ีเปนผูหญิงหรือนักศึกษาเอกวิทยาการคอมพิวเตอรมีอยู      

|A∪C| ซ่ึงหาไดจากสมการดังน้ี
|A∪B|= |A|+|B|-|A∩B|

A
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สังเกตวาการท่ีตองนํ า |A∩B| ลบออก เพราะวามีนักศึกษาหญิงท่ีอยูเอกวิทยาการ
คอมพิวเตอรแตละคนจะถูกนับในเซต A หน่ึงคร้ัง และถูกนับในเซต B อีกหน่ึงคร้ัง เน่ืองจากอาจมี    

นักศึกษาหญิงท่ีอยูเอกวิทยาการคอมพิวเตอรจํ านวน |A∩B| คนจึงตองลบจํ านวนน้ีออกจาก 
|A|+|B| สํ าหรับตัวอยางน้ี |A∪B| = 30 + 40 – 12  =  58  คน แสดงดังรูปท่ี 4.2

รูปท่ี 4.2 แผนภาพของเวนน สํ าหรับสองเซต

4.4 แผนภาพตนไม

แผนภาพตนไม (tree diagram) เปนปญหาการนับซ่ึงอาจจะแกปญหาได ดวยการใช   
แผนภาพตนไม ซ่ึงประกอบดวย ราก และ ก่ิง  แทนความนาจะเปนของตัวเลือก

ตัวอยางที ่4.6 มีบิตสตริงขนาด 4 บิตจํ านวนเทาใด ท่ีไมมีรูปแบบของ  “11” ปรากฏอยู
วิธีทํ า แสดงแผนภาพตนไมไดดังรูปที ่ 4.3 โดยแสดงทุกบิตสตริงท่ีมีขนาด 4 ท่ี

ไมมีบิต ‘11’ ปรากฏซึ่งสรุปจากการพบเห็นทั้งสิ้น 8 วิธี ❙

A B

18 2812

42
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รูปท่ี 4.3 แผนภาพตนไมแสดงบิตจํ านวน 4 ที่ไมม ี‘11’ ปรากฏ

ตัวอยางที ่4.7 จงเขียนแผนภาพตนไมแสดงการแขงขันแบบแพคัดออกของทีม 2 ทีม ซึ่งทีมใด
ชนะถึง 3 เกมกอนจะเปนผูชนะ
วิธีทํ า แสดงแผนภาพตนไมไดดังรูปที่ 4.4 ❙

4.5 หลักการนกพิราบ

 หลักการนกพิราบ (the pigeonhole principle) กลาวไววาถามีชองส ําหรับใหนกพิราบ
อาศัยนอยกวาจํ านวนนกพิราบจะมีอยางนอย 1 ชอง ท่ีมีนกพิราบอยางนอย สองตัวอาศัยอยู

ทฤษฎีบทที ่4.1  ถาวัตถุจํ านวน  k+1 หรือมากกวา นํ าไปใสกลองจํ านวน k ใบ จะมีกลองอยางนอย 
1 ใบท่ีมีวัตถุ 2 หรือมากกวา

พิสูจนท่ี 4.1 สมมติวา ไมมีกลองใดเลยท่ีมีวัตถุ #≥

∴  จํ านวนวัตถุจะมีอยางมาก k  วัตถุซึ่งขัดแยงกับท่ีกํ าหนดใหวา จํ านวน
วัตถุ ≥ k+1

0

1

0

0

1

0

1

0

0

1

0

0

1

0

0

1

0

1

1st
bit

2nd
bit

3rd
bit

4th
bit
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รูปท่ี 4.4 แผนภาพตนไมผลลัพธของตัวอยางที่ 4.7
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ทีม 1

ทีม 1
ทีม 1

ทีม 1
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ทีม 2

ทีม 2
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ทีม 2

ทีม 1
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ทีม 1

ทีม 2

ทีม 2
ทีม 2

ทีม 1

ทีม 1

ทีม 1

ทีม 1

ทีม 2

ทีม 2

ทีม 1

ทีม 2

ทีม 1

ทีม 2
ทีม 2

ทีม 2

ทีม 1

ทีม 2

เกมท่ี
5

เกมท่ี
4

เกมท่ี
3
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2
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1
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ทีม 2

ทีม 2

ทีม 1

ทีม 1

ทีม 2

ทีม 1
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ทฤษฎบีทท่ี 4.2 ถา n วัตถุถูกนํ าไปใสในกลองจ ํานวน k กลอง แลวจะมีอยางนอย 1 กลอง ที่มี
อยางนอย ⌈N / k⌉ วัตถุ

พิสูจนท่ี 4.2 สมมติวาไมมีกลองใดเลยที่มี  > ⌈N / k⌉ -1 วัตถุ
    ∴  จํ านวนวัตถุอยางมากคือ  k (⌈N / k⌉-1 < k((⌈N / k⌉+1)-1))

     ∵⌈N / k⌉ < (N / k) +1
ซ่ึงขัดแยงกับจํ านวนวัตถุ = N

ทฤษฎีบทที ่4.3 ในอันดับของเลขจํ านวนจริงท่ีตางกัน  !"# +  ตัว จะมีอันดับยอยขนาด !" +  ซึ่ง
เปนการเพิ่มขึ้นอยางแทจริงหรือลดลงอยางแทจริง

พิสูจนท่ี 4.3 อันดับของ  1321 ........ +naaaa  ท่ีเทอม  -.  ใด ๆ  จะม ีอันดับท่ีเพ่ิมข้ึน -/  เทอม 
ที่ยาวที่สุด  และมีอันดับท่ีลดลง -0  เทอมที่ยาวที่สุด สมมติไมมีการเพิ่มอันดับ
หรือลดอันดับท่ียาว !" +≥

ndi kk ≤∴ ,  สํ าหรับ 1,.....2,1 2 += nk

โดยกฎการคูณจะมี #"  คูลํ าดับท่ีเปนไปได (ik, dk)

∴  โดยหลักการนกพิราบ ถามี (n2+1) คู จะตองมีอยางนอย  2 คูลํ าดับท่ีเทากัน 
ซึ่งเปนไปไมได เพราะ /. ในอันดับตางกันท้ังหมด
∴  สามารถจะสรางการเพ่ิมอันดับหรือการลดอันดับท่ียาว ik + 1 หรือ dk + 1 ได 
ขัดแยงกับท่ีสมมติไว

ตัวอยางที ่4.8 อันดับ 8,11,9,1,4,6,12,10,5,7  เทากับ 10 จํ านวน (10 = 32+1) มี การเพ่ิมอันดับ
4 ตัว ขนาด 4 พจน

วิธีทํ า
yx
12,6,4,1

<  ๆนเรื่อยคาเพิ่มขึ
7,6,4,1 10,6,4,1 7,5,4,1

คาเพิ่มขึ้นเร่ือย ๆ
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มีอันดับยอยของการลด 1 ตัว ขนาด 4 พจน

yx
5,6,9,11

<
 คาจะลดลงเรื่อย ๆ ❙

4.6 การจัดเรียง

การจัดเรียง (permutation) คือการนํ าวัตถุมาเรียงเปนล ําดับ การจัดเรียงวัตถุตาง ๆ กัน 
กระทํ าไดโดยพิจารณาทีละตํ าแหนง ทํ าใหสามารถเลือกวัตถุใดก็ไดจากวัตถุท้ังหมด จนเหลือวัตถุช้ิน
สุดทายเพียงวัตถุเดียว การจัดเรียงโดยท่ัวไปมีรูปแบบดังตอไปน้ี

4.6.1 การจัดเรียงแบบงาย

นิยามท่ี 4.1 การจัดเรียงของเซตของวัตถุท่ีตางกัน จะเปนการจัดลํ าดับของวัตถุเหลาน้ัน

นิยามท่ี 4.2 r-การจัดเรียง (r-permutation) คือการวัดการจัดเรียงของวัตถุ r วัตถุ

ทฤษฎีบทที ่4.4 จํ านวน r-การจดัเรียง ของเซตของ n วัตถุ
     เขียนไดเปน )1rn)...(2n)(1n(n)r,n(P +−−−=

         )!rn(
!n

−=

ตัวอยางที ่4.9 การจัดลํ าดับนักเทนนิส n คน มีก่ีวิธี ถาการจัดลํ าดับน้ีเปนแบบสุม ความนาจะ
เปนท่ีนาย ก จะเปนอันดับสองมีเทาไร
วิธีทํ า การจัดลํ าดับของนักเทนนิส n คน มีทั้งหมด n! วิธี ดวยการจัดลํ าดับ

แบบสุม นาย ก (หรือใครก็ตาม) อาจอยูท่ีอันดับใดก็ได  ดังน้ันความนา
จะเปนซึ่งนาย ก จะเปนอันดับสอง (หรืออันดับใด ๆ) จึงมีคา
การคํ านวณอีกวิธีหน่ึงอาศัยคํ าจ ํากัดความของความนาจะเปนท่ีวา

       ความนาจะเปนท่ีนาย ก เปนอันดับสอง

n
1
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=    จํ านวนวิธีที่จะใหนาย ก เปนอันดับสอง
            จํ านวนวิธีการจัดลํ าดับท้ังหมด

ทํ าใหทราบวาจํ านวนวิธีการจัดลํ าดับท้ังหมด คือ n! จํ านวนวิธีซึ่งจะให
นาย ก เปนอันดับสองน้ัน คือ การองลํ าดับสองใหนาย ก และจัดล ําดับ
คนอื่นที่เหลือ ซ่ึงก็คือ P(n-1, n-1) = (n-1)! ดังน้ันความนาจะเปนท่ีนาย 

ก เปนอันดับสองมีคา n
1n

)!1n( =−            ❙

ตัวอยางท่ี 4.10 การคํ านวณจํ านวนวิธีท่ีจะจัดคน 12 คน ใหน่ังรอบโตะกลมขนาด 12 ท่ีน่ัง
วิธีทํ า
(1) หากโตะกลมน้ีต้ังอยางไมพิจารณาทิศทาง (ท่ีน่ังทุกท่ีเหมือนกัน) การไม

พิจารณาทิศทางจึงไมมีท่ีน่ัง ซ่ึงถือวาเปนตํ าแหนงที่หนึ่ง (ไมมีจุดอางอิง) 
การหาจุดอางอิงทํ าไดโดยใหคน ๆ หน่ึงน่ังกอน จากจุดน้ีทํ าใหสามารถ
เลือก 1 คนใน 11 คนท่ีเหลือมาน่ังดานขวาของคนแรก และสามารถเลือก
อีก 1 คนใน 10 คนท่ีเหลือมาน่ังดานขวาของคนท่ีสอง ทํ าเชนน้ีเร่ือย ๆ ไป
จนหมดที่นั่งจ ํานวนวิธีทั้งหมดจึงมีคา 11!                                              ❙

(2) วิธีที่สองในการแกปญหานี้คือ การพิจารณาอยางมีทิศทาง (มีที่นั่งซึ่งหันไป
ทางเหนือ) ดังนั้นการจัดที่สั่งจึงมีทั้งหมด 12! วิธี เน่ืองจากแตละวิธีของ 12!
วิธีนี้จะซํ้ ากับอีก 11 วิธีเมื่อไมพิจารณาทิศทาง ดังรูป 4.5 ดังนั้นเมื่อไม
พิจารณาทิศทางจ ํานวนวิธีท้ังหมดคือ !1112

!12 =                                      ❙

รูปท่ี 4.5 การสมมูลกันของโตะกลม 4 ท่ีน่ัง เมื่อไมพิจารณาทิศทาง

N

S

W E ≡

W

E

S N ≡

S

N

E W ≡

E

W

N S
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ตัวอยางท่ี 4.11 การคํ านวณจ ํานวนวิธีในการจัดลํ าดับตัวอักษร 6 ตัวในคํ า CYCLIC
วิธีทํ า ปญหาตัวอักษร C ซํ้ าน้ันแกโดย พิจารณาตัวอักษรอ่ืนท่ีไมซ้ํ ากันกอน 

น่ันคือการเลือก 3 ตํ าแหนงส ําหรับอักษร I, L, Y แลวจึงจัดล ําดับ 3 ตัว
อักษรน้ี ซึ่งมีวิธีทั้งหมด P(6,3) ในแตละวิธีเหลานี ้ตองเติมตํ าแหนงวาง
ท่ีเหลือดวยตัวอักษร C อีก 3 ตัว ซึ่งจัดลํ าดับไมได เพราะเปนตัวอักษร
เดียวกัน           ❙

ตัวอยางท่ี 4.12 คํ านวณความนาจะเปนท่ีไดรับแจกไพ 5 ใบ แบบสุมจากไพส ํารับหน่ึง (52 ใบ) 
แลวไดไพท้ัง 5 ใบดอกเดียวกัน และคํ านวณความนาจะเปนท่ีจะไดเบอรหน่ึง 3 ใบ
เทาน้ัน

วิธีทํ า ไพ 5 ใบจากไพ 52 ใบ เกิดขึ้นไดทั้งหมด C(52,5) = 2,598,960 แบบ ใน
ไพสํ ารับหนึ่งม ี4 ดอก (โพธ์ิดํ า โพธ์ิแดง ดอกจิก และขาวหลามตัด) ดอก
ละ 13 ใบ ดังนั้นไพ 5 ใบ ซ่ึงเปนดอกเดียวกัน (ดอกใดดอกหน่ึง) เกิดได 
C(13,5) = 1,287 แบบ
ถาพิจารณาทั้ง 4 ดอกจึงเกิดไดท้ังหมด 1,287x4 = 5,148 แบบ
ความนาจะเปนที่เกิด 5 ใบ ดอกเดียวกันท้ังหมด

= 00198.02598960
5148 =             ❙

ในการไดรับเบอรหน่ึง 3 ใบ มีได C(4,3) = 4 แบบ สวนอีก 2 ใบ เลือก
จากท่ีเหลือในสํ ารับ (เอาเบอรหน่ึงท้ัง 4 ใบออก) จึงได C(48,2) = 1,128 
จากหลักแหงการคูณวิธีทั้งหมดจึงเปน 4x1,128=4,512 แบบ
ความนาจะเปนท่ีเกิดเบอรหน่ึง 3 ใบเทาน้ัน

= 00174.02598960
4512 =             ❙
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4.6.2 การจัดเรียงที่มีการซํ ้า

ในหัวขอน้ีไดศึกษาการจัดวัตถุท่ีซ้ํ ากัน เชน การจัดคํ าซ่ึงประกอบดวยตัวอักษรซ้ํ ากัน 
และการเลือกจากสิ่งของที่เหมือน ๆ กัน เชน การส่ังอาหารท่ีซ้ํ ากัน เปนตน กอนท่ีจะแสดงสูตรการ
คํ านวณตองเขาใจหลักการใหลึกซ้ึงดังตัวอยางท่ี 4.13

ตัวอยางท่ี 4.13 มีวิธีจัดล ําดับ ตัวอักษร l, e, t, t, e, r ไดก่ีวิธี
วิธีทํ า เร่ิมจากการเลือกตํ าแหนง 2 ตํ าแหนงส ําหรับตัวอักษร e ท้ังสองกอน ซึ่ง

มี C(6,2) วิธี แลวจึงเลือกอีก 2 ตํ าแหนง สํ าหรับตัวอักษร t ท้ังสอง ซึ่งม ี

C(4,2) ขั้นตอไป ทํ าการเลือก C(6,2)·C(4,2)·C(2,1)·C(1,1) =   

15· 6·2·1 = 180 วิธี ❙

ทฤษฎบีทท่ี 4.5 ถามีวัตถุประเภทท่ี 1 อยู 1r  สิ่ง วัตถุประเภทท่ี 2 อยู 2r  สิ่ง … และประเภทที ่m
อยู mr  สิ่ง โดยท่ี nr...rr m21 =+++ แลวจํ านวนวิธีการจัดวัตถุท้ัง n สิ่งนี ้ซึ่ง
เขียนไดเปน )r,...,r,r;n(P m21  มีคา

    )r,...,r,r;n(P m21 = 


 −−−−



 −−



 −



 −
m

1m21
3

21
2

1
1 r

r...rrn
...r

rrn
r

rn
r
n

= !mr.!..2r!1r
!n

พิสูจนท่ี 4.5 จากทฤษฎบีทท่ี 4.5 สามารถกระทํ าไดทํ านองเดียวกับการพิสูจนสมการ P(n,r) =        

C(n,r)·P(r,r) สมมติวาในแตละประเภท i ซึ่งม ี ir ส่ิงน้ีเปนวัตถุตาง ๆ กัน ดังน้ันการ
จัดเรียงวัตถุท้ัง n สิ่งจึงม ีn! วิธีนี้ จึงสามารถจัดกลุมพวกท่ีปรากฏคลายกัน เชน คํ าวา 
letter เปนกลุมของล ําดับ

l e1 t1 t2 e2 r l e2 t1 t2 e1 r

l e1 t2 t1 e2 r l e2 t2 t1 e1 r
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ซ่ึงถือวาเปน 1 วิธีใน )r,...,r,r;n(P m21 วิธี เพียงแตเกิดจากการจัดลํ าดับ วิธ ี (e 2 ตัว 
และ t 2 ตัว) ใน n! วิธี ในรูปท่ัวไปจึงเขียนไดเปน

n! = )r,...,r,r;n(P m21 ·r1! ·r2! · …·rm!

น่ันคือ
)r,...,r,r;n(P m21  = !mr.!..2r!1r

!n

ตัวอยางท่ี 4.14 คํ านวณจํ านวนวิธีในการส่ังกวยเต๋ียว 7 ท่ี โดยมีวิธีส่ังได 3 แบบ คือ เสนใหญ เสน
เล็ก และบะหมี่

วิธีทํ า สมมติวาการรับคํ าส่ังรายการอาหารเขียนเปนรูปแบบ ไดดังน้ี

เสนใหญ เสนเล็ก บะหมี่
XX XXX XX

ใหเคร่ืองหมาย X แทนกวยเต๋ียว 1 ท่ี หรือจะเขียนใหสั้น ๆ ไดวา 
XX/XXX/XX โดยท่ีผูขายทราบวากลุมแรกคือ เสนใหญ กลุมท่ีสอง คือ 
เสนเล็ก และกลุมสุดทายคือ บะหมี่ ปญหาน้ีทางนามธรรมก็คือ การจัด
ตัวอักษร X 7 ตัว และตัวอักษร / 2 ตัว ซ่ึงก็คือการเลือก 2 ตํ าแหนง จาก 
9 ตํ าแหนงเพื่อวา / และที่เหลือส ําหรับวาง X
คํ าตอบจึงมีคา C(9,2) = 36 ❙

ทฤษฎบีทท่ี 4.6 ถามีวัตถุอยู n ประเภท จํ านวนวิธีการเลือกวัตถุเหลาน้ี r ส่ิงโดยใหเลือกซ้ํ าประเภท
กันได มีทั้งสิ้น C(r+n-1, r)
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ตัวอยางท่ี 4.15 ครอบครัว 3 ครอบครัว ๆ ละ 3 คน ซ้ือต๋ัวดูละครมา 9 ท่ีติดกัน ถาการจัดท่ีน่ังเปน
แบบสุม ใหคํ านวณความนาจะเปนซ่ึงแตละครอบครัวจะไดน่ังอยูดวยกันท่ีติดกัน
วิธีทํ า ในการจัดที่นั่งส ําหรับครอบครัวท้ัง 3 มีอยู

P(9; 3, 3, 3) = !3!3!3
!9
⋅⋅ = 1,680 วิธี

การจัดใหแตละครอบครัวน่ังดวยกันตองแบงท่ีท้ัง 9 เปน 3 ตอน ๆ ละ 3 
ท่ีติดกัน การจัดแตละครอบครัวใน 3 ตอนน้ี ทํ าได 3! = 6 วิธี
ดังน้ันความนาจะเปนท่ีแตละครอบครัวจะไดน่ังดวยกันจึงมีคา

= 1680
6  วิธี           ❙

ตัวอยางท่ี 4.16 มีตัวอักษร ก 4 ตัว, ข 4 ตัว, ค 4 ตัว และ ง 4 ตัว ใหคํ านวณวิธีสรางล ําดับตัว
อักษร 10 ตัว โดยท่ีอักษรแตละประเภทตองปรากฏอยางนอย 2 ตัว
วิธีทํ า สามารถแบงล ําดับตัวอักษรดังกลาวเปน 2 แบบ

(1)!แบบแรกคือ มีอักษรประเภทหน่ึงอยู 4 ตัว และประเภทอื่น ๆ อีก
ประเภทละ 2 ตัว

(2)!แบบท่ีสองคือ มีอักษรอยู 2 ประเภท ๆ ละ 3 ตัวและท่ีเหลืออีก 2 
ประเภท ๆ ละ 2 ตัว

สํ าหรับแบบแรก พิจารณาเลือกตัวอักษรท่ีปรากฏ 4 ตัวได 4 แบบยอย 
แตละแบบยอยน้ีมีวิธีจัดลํ าดับอยู P(10; 4, 2, 2, 2) = 18,900 วิธ ี 
สํ าหรับแบบท่ีสอง พิจารณาเลือกตัวอักษร 2 ประเภท แตละประเภท
ปรากฏ 3 ตัวได C(4,2) = 6 แบบยอย แตละแบบยอยน้ี มีวิธีจัดลํ าดับ
อยู P(10; 3, 3, 2, 2) = 25,200 วิธี

ดังน้ันวิธีท้ังหมดคือ 4·18,900 + 6 ·25,200 = 226,800 วิธี ❙



การนับ การจัดเรียง และการประสม 131

ตัวอยางท่ี 4.17 คํ านวณจํ านวนวิธีสั่งโดนัท 1 โหล  จากโดนัท 5 ชนิด โดยใหส่ังโดนัทแตละชนิด
อยางนอยชนิดละ 1 ชิ้น
วิธีทํ า ในการสั่งโดนัทใหมีอยางนอยชนิดละ 1 ชิ้น ผูขายจะหยิบโดนัทท้ัง 5 

ชนิด ชนิดละ 1 ช้ินกอน แลวจึงหยิบท่ีเหลือจนครบ การหยิบโดนัทท้ัง 5 
ชนิด ๆ ละ 1 ชิ้นมีพียงวิธีเดียว ตามทฤษฎีท่ี 4.6 การหยิบโดนัทท่ีเหลือ
อีก 7 ชิ้น จากโดนัทท้ัง 5 ชนิด
กระท ําได C(7+5-1, 7) = 330 วิธี ❙

ตัวอยางท่ี 4.18 คํ านวณจํ านวนวิธีในการหยิบลูกบอล 10 ลูก จากกองลูกบอลสีแดง สีฟา และสี
มวง ถา

(ก)!ตองมีลูกบอลสีแดงอยางนอย 5 ลูก
(ข)!ตองมีลูกบอลสีแดงอยางมาก 5 ลูก

วิธีทํ า ขอ (ก) คํ านวณไดเชนเดียวกับตัวอยางท่ี 4.18 โดยการหยิบลูกบอลสี
แดง 5 ลูกกอน แลวจึงเลือกอีก 5 ลูกท่ีเหลือไดอีก
ดังน้ัน  C(5+3-1, 5) = 21 วิธี ❙

ขอ (ข)  แกปญหาโดยการมองปญหาจากอีกมุมหน่ึงคือ ในจ ํานวนวิธี
การหยิบลูกบอล 10 ลูก โดยไมมีขอจ ํากัดใด ๆ C(10+3-1, 
10) = 66 วิธ ีมีอยู C(4+3-1, 4) = 15 วิธีในการเลือกใหมีลูก
บอลสีแดงอยางนอย 6 ลูก ทํ านองเดียวกับตัวอยางท่ี 4.18
ดังน้ันจํ านวนวิธีการหยิบใหมีลูกบอลสีแดงอยางมาก 5 ลูก 
คือ 66-15 = 51 วิธี ❙
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4.7! การประสม

การประสม (combination) หรือการเลือก หมายถึงการเลือกวัตถุบางช้ินออกจากวัตถุท้ังหมด 
โดยไมคํ านึงถึงลํ าดับ เปนการสรางเซตยอยมีขนาดของสมาชิกเทากับท่ีเลือกจากเซตท่ีเปนเอกภพ
สัมพัทธ ดังนิยามและทฤษฎีบทตอไปน้ี

นิยามท่ี 4.3 การประสม (combination) ของวัตถุ r วัตถุการเลือกที่ไมเรียงลํ าดับของ r สมาชิก
จากเซต

ทฤษฎบีทท่ี 4.7 จํ านวน  r- การประสมของเซตซึ่งม ีn สมาชิกเขียนไดเปน 
)!rn(!r

!n)r,n(C
−

=

โดยท่ี 0 ≤ r ≤ n

พิสูจนท่ี 4.6 P(n,r)   = C(n,r) ⋅ P(r,r) ( ) ( ) ( )rrPrnCrnP ,.,, =

)r,r(P
)r,n(P)r,n(C =

)!rr(
)rn/(!n

−
−=

)!rn(!r
!n
−

=

พิสูจนอีกวิธ ี )rn,n(C)r,n(C −=

)!rn(!r
!n)r,n(C
−

=

!r)!rn(
!n

)]!rn(n[)!rn(
!n)rn,n(C

−
=

−−
=−
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ตัวอยางท่ี 4.19 ตองการแบงหนังสือจ ํานวน 9 เลม ใหนายดํ า และนายแดง โดยใหคนหน่ึงได 3 
เลม อีกคนหน่ึงได 6 เลม จะแบงไดกี่วิธี
วิธีทํ า สํ าหรับการแกปญหาในท่ีน้ี นายดํ าอาจได 3 หรืออาจได 6 เลม นายแดง

ก็เชนกัน  ฉะนั้น วิธีการแบงหนังสือ จะเทากับ

39Cx2 = 69Cx2

= !6!3
!9x2

= 2x3
7x8x9x2

= 168 วิธี           ❙

ตัวอยางท่ี 4.20 ทีมฟุตบอลทีมหน่ึงประกอบดวย ผูชาย 6 คน และผูหญิง 5 คน และแตละคนเลน
ไดทุกตํ าแหนง ถามีนักฟุตบอลชายท้ังหมด 10 คน และนักฟุตบอลหญิง 10 คน 
จะสรางทีมผสมดังกลาว ท้ังหมดไดก่ีทีม
วิธีทํ า

โดยเลือกนักฟุตบอลชาย 6 คน จาก 10 คน ได  610 C    = !6!4
!10

      =     210  วิธี
โดยเลือกนักฟุตบอลหญิง 5 คน จาก 10 คน ได 510 C    = !5!5

!10

      =     252  วิธี
ดังนั้นจะสามารถสรางทีมผสมไดทั้งหมด      = 210 x 252

   = 52,920 ทีม     ❙
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ตัวอยางท่ี 4.21 ในการเลือกกรรมการ ชุดหนึ่งซึ่งม ี 6 คน โดยเลือกจากผูชาย 3 คน และผูหญิง 9 
คน จะเลือกไดก่ีวิธี ถาตองการใหกรรมการแตละชุด มีผูชายอยางนอย 1 คน
วิธีทํ า
เมื่อเลือกผูชาย 1 คนจากท้ังหมด 3 คน และเลือกผูหญิง 5 คน จากผูหญิง 9 คน 
จะเลือกได = 5913 CxC

= 378 วิธี
เมื่อเลือกผูชาย 2 คนจากท้ังหมด 3 คน และเลือกผูหญิง 4 คน จากผูหญิง 9 คน 
จะเลือกได = 4923 CxC

= 378 วิธี
เมื่อเลือกผูชาย 3 คนจากท้ังหมด 3 คน และเลือกผูหญิง 3 คน จากผูหญิง 9 คน 
จะเลือกได = 3933 CxC

= 84 วิธี
ดังน้ัน ถาตองการคณะกรรมการท่ีมีผูชายอยางนอย 1 คน จะเลือกได

= 378 + 378 + 84
= 840 วิธี           ❙

ตัวอยางท่ี 4.22 หญิงคนหนึ่งตองการชวนเพื่อนซึ่งม ี 8 คน ไปรับประทานอาหารท่ีบาน แตปรากฏ
วาโตะอาหารที่บานนั่งไดเพียง 4 คน เทาน้ัน จงหาวาหญิงคนนี้จะเชิญเพื่อไดกี่
แบบ ถา

(ก)!ไมมีเงื่อนไขใด ๆ
(ข)!เพื่อนของเธอ 2 คนเปนพ่ีนองกันและตองมาหรือไมมาพรอมกันท้ัง 2 คน

วิธีทํ า 
(ก) เมื่อไมมีเงื่อนไข จะเลือกเชิญได 48 C =  70  วิธี          ❙
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(ข) ในกรณีน้ี แยกเปน 2 กรณ ีคือ
กรณี เชิญพี่นองคูนี ้จะเลือกเชิญไดอีก 2 คนจาก 6 คน 26 C
กรณีไมเชิญพี่นองคูนี้ จะเลือกเชิญได 4 คนจาก 6 คน 46 C
ดังน้ัน วิธีที่จะเลือกเชิญ = 26 C + 46 C

= 30 แบบ       ❙

4.8 สัมประสิทธิ์ทวินาม
  

หัวขอน้ีเปนการศึกษาสัมประสิทธ์ิทวินาม (binomial coefficients) ซึ่งมีคา C(n, r) เปน
สัมประสิทธิ์ที่ไดจากการกระจาย (a + b)n และเอกลักษณพื้นฐานซึ่งเกี่ยวของกับสัมประสิทธิ์ทวินาม 
การพิสูจนเอกลักษณกระทํ าไดหลายวิธ ี อาทิเชน วิธีการโตแยงแจงนับ (combinatorial argument) 
และการกระจายทวินาม (binomial expansion) เปนตน ดังน้ันการศึกษาเร่ืองสัมประสิทธ์ิทวินาม ถือ
เปนสาขายอยในศาสตรการนับ

ทฤษฎบีทท่ี 4.8 (หลักฐานของปาสกาล (Pascal’s indentity)) ให n  และ k เปนเลขจ ํานวนเต็ม
บวกซ่ึง n ≥ k  แลว ),()1,(),1( knCknCknC +−=+

พิสูจนท่ี 4.8 สมมติเซต T มี n+1 สมาชิก
a   เปนสมาชิกหนึ่ง ของ T
 ให S = T – {a}  S∴  มี n สมาชิก

จํ านวนเซตยอยของ T ที่มี k สมาชิก = C(n+1, k)
=  จํ านวนเซตยอยท่ีมี a + จํ านวนเซตยอยที่ไมม ีa
    a + (k – 1) ตัวของ S           k ตัวของ T

C(n,k-1) C(n,k)
    ∴ C(n+1, k) = C(n, k–1 ) + C(n, k)
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         รูปท่ี 4.6 สามเหล่ียมปาสกาล
              ที่มา (Rosen, 1995, p.254)

หลักฐานของปาสกาลเปนพื้นฐานของการจัดระเบียบเรขาคณิตของสัมประสิทธ
ทวินามในรูปแบบสามเหลี่ยม ดังรูปท่ี 4.6 ซึ่งจํ านวนแถวในสามเหลี่ยมประกอบดวยสัมประสิทธ      

ทวินามของ 



k
n  , k = 0,1,..,n

ทฤษฎีบทที ่4.9 กํ าหนดให  เปนเลขจํ านวนเต็มบวกแลว ∑
=

=
n

0k
n2)k,n(C

พิสูจนท่ี 4.9 จํ านวนเซตยอยของเซตท่ีมี n  สมาชิก n2=
)k,n(C  คือจํ านวน sub ที่มี k สมาชิก

∑
=

∴
n

0k
)k,n(C  คือ จํ านวนเซตยอยท้ังหมด ซึ่ง = n2
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ทฤษฎีบทที ่4.10 ∑
=

⋅−=+
r

0k
)k,n(C)kr,m(C)r,nm(C

nmro ,≤≤

พิสูจนท่ี 4.10 ใหเซต A มี m ตัว , เซต B มี n ตัว
เลือก r ตัวจาก A หรือ B จะม ี )r,nm(C +  วิธี
โดย เลือกจาก -12 −      ตัว มี )kr,m(C −  วิธี
เลือกจาก B k ตัว จะม ีC(n, k) วิธี
∴  เมื่อกํ าหนด k จะมีวิธีเลือก )kr,m(C − )k,m(C⋅  วิธี
∴  k ต้ังแต 0 ถึง r จะมีวิธีเลือกทั้งหมด

)r,nm(C)k,n(C)kr,m(C
r

0k
+=⋅−∑

=

นิยามท่ี 4.4 ทฤษฎีบททวินาม จะใหสัมประสิทธ์ิของการกระจายของทวินามในรูปยกกํ าลัง

นิยามท่ี 4.5 นิพจนทวินามคือคาผลรวมของ  2 พจน เชน ( )34 +

ทฤษฎีบทที ่4.11 ทฤษฎีบททวินามหาไดจาก

0      n;    yx)j,n(C    )yx( jjnn

0j
n >=+ −

=
∑

พิสูจนท่ี 4.11 เมื่อกระจาย n)yx( +  แตละพจนจะอยูในรุป   . jjn yx −

เลือก  jn −   x จากผลรวม n ซึ่งม ี )j,n(C)jn,n(C =−  พจน
jjnn

0j
n yx)j,n(C)yx( −

=
∑=+∴
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ตัวอยางท่ี 4.23  หาทฤษฎีบททวินามของ (x + y)4

4322344 y)4,4(Cxy)3,4(Cyx)2,4(Cyx)1,4(Cx)0,4(C)yx( ++++=+
422234 464 yxyyxyxx ++++=

ทฤษฎีบทท่ี 4.12 ให n เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก แลว ∑
=

=
n

0x
n2)k,n(C

พิสูจนท่ี 4.12 ∑ ∑
= =

− ==+=
n

0k

n

0k
kknnn )k,n(C1.1)k,n(C)11(2

ทฤษฎีบทที ่4.13 ให n เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก แลว ∑
=

=−
n

0k
k 0)k,n(C)1(

พิสูจนท่ี 4.13 ∑∑
==

− −=−=+−=
n

0k
kn

0k
knkn )1)(k,n(C1)1)(k,n(C]1)1[(0

4.9  ดสิครีตกับความนาจะเปน

เมื่อรูหลักการการนับ การเรียงและการประสมที่มีหลักการ ทํ าใหสามารถหาคํ าตอบไดแลว 
จะทํ าใหสามารถทํ านายถึงความนาจะเปนท่ีจะเกิดเหตุการณได ดังรายละเอียดตอไปน้ี

นิยามท่ี 4.6 ความนาจะเปนของเหตุการณท่ี  E ซ่ึงเปนเซตยอยของแซมเปลสเปซ  S จะเปนไปได
ท้ังหมดคือ

S
E)E(p =
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ตัวอยางท่ี 4.24 จงหาความนาจะเปนที ่เมื่อ โยนลูกเตา 2 ลูกไดผลรวมของแตมเปน 7
แซมเปลสเปซ S มี 36b2 =  วิธีที่จะเปนไปไดทั้งหมด

5  มี 6 วิธ ีผลรวมแตมเปน 7 คือ
(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)

6
1

36
6

S
E)E(p ===

ทฤษฎบีทท่ี 4.14 ให E คือเหตุการณท่ีเกิด สวนเติมเต็มของ E = E  คือความนาจะเปนในการไมเกิด
เหตุการณแทนดวย

)E(p1)E(p −=

ทฤษฎีบทที ่4.15 )EE(p)E(p)E(p)EE(p 212121 ∩∪ −+=

ตัวอยางท่ี 4.25 จงหาความนาจะเปนที่จะไดตัวเลขที่หาร ดวย 2 หรือ 5 ลงตัว เม่ือเลือกตัวเลขจาก
เลขจํ านวนนับท่ีไมเกิน 100

      )EE(p)E(p)E(p)EE(p 212121 ∩∪ −+=

100
10

100
20

100
50 ++=

4.10 สรุป

พ้ืนฐานของศาสตรการนับซ่ึงเก่ียวของกับการจัดเรียงวัตถุและการเลือกวัตถุ ทั้งที่ซํ้ ากันและไม
ซํ้ ากัน กฎเกณฑพ้ืนฐานตางของสูตรตาง ๆ ท่ีมาจากหลักแหงการบวกและหลักแหงการคูณ ปญหาท่ี
ซับซอนตองอาศัยวิธีแบงพิจารณาเปนกรณียอย การเรียนรูเร่ืองของการนับกอใหเกิดการคิดอยางมีเหตุ
ผลซึ่งถือเปนหัวใจของคณิตศาสตรดิสครีต อันเปนศาสตรพ้ืนฐานของวิทยาการคอมพิวเตอร
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4.11  แบบฝกหัดทายบท

1.! หากมีจดหมาย 4 ฉบับ ถาตองการท้ิงลงในตูจดหมาย 6 ตู จะทิ้งจดหมายไดกี่วิธี

2.! ทะเบียนรถยนตแบบเกากํ าหนดให ข้ึนตนดวยตัวเลข 1 ตัวที่ไมใชเลข 0 ตามดวย
พยัญชนะภาษาไทย 1 ตัวและหลังจากน้ันจะตามดวยเลข 4 หลัก ตองการทราบวาจะ
สรางทะเบียนรถยนตไดก่ีหมายเลข ถา

2.1! ไมใหใชตัวเลขซํ้ ากันเลย
2.2! ใชตัวเลขซ้ํ ากันได

3.! หากมีท่ีวาง 5 ท่ีบนห้ิง จะสามารถจัดหนังสือ 8 เลมไปวางไดกี่วิธี

4.! หากจะท้ิงไพทีละใบ จํ านวน 3 ใบ ออกจากสํ ารับไดก่ีวิธี ถา
4.1! ดึงแลวใสกลับคืน
4.2! ดึงแลวไมใสกลับคืน

5.! บริษัท 4 แหงตองการรับสมัครพนักงาน 3 คน, 2 คน, 4 คน และ 5 คนตามลํ าดับ ถามี  
ผูสมัครเขาทํ างาน 14 คนพอดี จงหาจ ํานวนวิธีท่ีจะบรรจุคนท้ัง 14 เขาทํ างานทุกบริษัท

6.! ถาจะใหชาย 3 คน หญิง 3 คน นั่งลอมกันเปนวงกลม จะนั่งไดกี่วิธี ถา
6.1! ไมมีเงื่อนไขใด ๆ
6.2! หญิง 2 คนพิเศษตองไมชิดกัน
6.3! หญิงแตละคน ตองถูกขนาบขางดวยชาย 2 คน

7.! มีสถานีรถไฟอยู 50 สถานี หากบนต๋ัวทุกใบมีช่ือสถานีตนทางกับปลายทางระบุอยูดวย
จะตองพิมพตั๋วโดยสารไวกี่แบบ และถาตองการใหต๋ัวน้ันใชไดระหวาง 2 สถานีใด ๆ ได
ท้ัง 2 ทิศพรอมกัน จะตองพิมพไวกี่แบบ
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8.! ครอบครัวหน่ึงมีบุตร 12 คน ตองการเลือกบุตรมา 6 คน โดยทํ าหนาท่ีลางถวยชาม 1 คน
ถูกบาน 2 คน และดูแลตนไม 3 คน จงหาวาจํ านวนวิธีการเลือกบุตรท้ัง 6 คน มาทํ างาน

9.! จงหาพจนที ่5 ของ (a + 2x3)17
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