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บทที่ 3
ข้ันตอนวิธีและเลขจํ านวนเต็ม

3.1  ความนํ า

ในการแกปญหาตาง ๆ โดยเฉพาะโปรแกรมบนคอมพิวเตอรน้ัน จะตองสรางแบบจํ าลอง ท่ี
จะแปลงปญหาไปเปนแบบจํ าลองทางคณิตศาสตร เน่ืองจากคณิตศาสตรเปนศาสตรท่ีพิสูจนความถูก
ตองได การเขียนโปรแกรมภาษาคอมพิวเตอรท่ีดีตองมีการออกแบบ และอธิบายข้ันตอนการทํ างาน
กอนท่ีจะลงเมือเขียน เสมือนการสรางบานตองมีแบบบานท่ีดีและถูกตองตรงตามความตองการ      
ขั้นตอนวิธีเปนแบบจ ําลองชนิดหน่ึงท่ีสามารถอธิบายไดวามีการทํ างานอยางมีลํ าดับอะไรบาง สวนเลข
จํ านวนเต็มสวนหน่ึงของดิสครีตประกอบดวยเลขจ ํานวนเต็มและคุณสมบัติ ซึ่งเปนสวนหนึ่งของสาขา
ทางคณิตศาสตรที่เรียกวา ทฤษฎจํี านวน โดยมีหลักการพ้ืนฐาน 3 สวน คือ การหาร การหารรวมมาก
และคูณรวมนอย และเลขคณิตวาดวยการหารเอาเศษ สามารถนํ าไประยุกตในงานคอมพิวเตอรได
หลายสาขา อาทิ การจัดการกับเลขขนาดใหญ การตรวจสอบขอมูลท่ีไดรับมาวาถูกตองหรือไม และ
การเขารหัสขอมูล เปนตน

3.2! ขั้นตอนวิธี

การอธิบายข้ันตอนวิธีดวยประโยคธรรมดาน้ันก็เขาใจงาย แตไมเหมาะที่จะนํ าไปใชงานบน
คอมพิวเตอร สิ่งท่ีจะเหมาะก็คือการใชภาษาทางคอมพิวเตอรในการอธิบาย แตภาษาทาง 
คอมพิวเตอรมีขอจ ํากัดมาก เชน คํ าส่ังตาง ๆ จะสามารถใชไดกับภาษาทางคอมพิวเตอรน้ัน ๆ ซึ่งทํ าให
ยากในการเขาใจ ดังตัวอยางท่ี 3.1 ภาษาทางคอมพิวเตอรยังมีมากมายหลายแบบไมเหมือนกัน ดังน้ัน
การใชคํ าสั่งเทียม (pseudocode) จะเปนส่ิงท่ีอยูตรงกลางระหวางภาษาธรรมชาติ กับ ภาษาทาง
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คอมพิวเตอร  ทํ าใหสามารถจะเขาใจไดงาย นํ าไปใชงานกับภาษาทางคอมพิวเตอร  หรือคอมพิวเตอร
ชนิดใดก็ได ดังตัวอยางท่ี 3.2

นิยามท่ี 3.1 ข้ันตอนวิธี (algorithm) คือกระบวนการท่ีแนนอน ชัดเจน สํ าหรับแกปญหา โดย
จํ านวนข้ันตอนตาง ๆ ที่ใชนั้นมีอยางจ ํากัด

ตัวอยางที ่3.1    จงอธิบาย ข้ันตอนวิธี ท่ีจะใชในการหาคาเลขจํ านวนเต็มท่ีใหญท่ีสุด จากล ําดับท่ี
จํ ากัดของเลขจํ านวนเต็ม
วิธีทํ า ขั้นตอนวิธีอาจจะอธิบาย ดวยประโยคธรรมดาดังตอไปน้ี

1.! กํ าหนดคา max เทากับเลขจ ํานวนเต็มตัวแรกลํ าดับ
2.! เปรียบเทียบกับเลขจํ านวนเต็มตัวถัดไป ถาเลขจํ านวนเต็มตัวถัดไป
ใหญกวา ใหกํ าหนดคา max เทากับเลขจ ํานวนเต็มตัวน้ัน

3.! ทํ าซํ้ าข้ันตอนท่ี 2 ถายังมีเลขจ ํานวนเต็มเหลืออยูในลํ าดับ
4.!หยุดการทํ างาน เมื่อ ไมมีเลขจ ํานวนเต็มเหลืออยูในลํ าดับ และ max 
ก็จะเปนเลขจํ านวนเต็มท่ีใหญท่ีสุดในลํ าดับน้ัน         ❙

ตัวอยางที ่3.2 จงเขียนคํ าสั่งเทียมในการหาคาสูงสุดของสมาชิกในล ําดับ
วิธีทํ า procedure max  (a1,a2,…,an: int)

max = a1
for  i = 2 to n
if max < ai then max = ai

{max จะเก็บคาของสมาชิกท่ีมากท่ีสุด}         ❙
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3.2.1!ขั้นตอนวิธีที่ดี

ข้ันตอนวิธีท่ีดีตองมีคุณสมบัติโดยท่ัว ๆ ไปดังนี้

3.1.1.1 การรับเขา (input)  มีเซตของการรับเขาที่ก ําหนดแนนอน
3.1.1.2 ผลลัพธ (output) แตละเซตของการรับเขาจะสรางผลลัพธซึ่งเปนคํ าตอบ
3.1.1.3 มีการกํ าหนดการประมวลผลท่ีแนนอนและถูกตอง
3.1.1.4 มีขั้นตอนคงที่ส ําหรับแตละเซตของการรับเขา และแตละขั้นตอนจะใช

เวลาตามท่ีกํ าหนด
3.1.1.5 ใชแกปญหากับเซตของการรับเขาอ่ืน ๆ ได ไมใช เฉพาะเซตของการรับเขา

เซตใดเซตหน่ึงเทาน้ัน

3.2.2!ขั้นตอนวิธีการคนหา

การคนหาสมาชิกในล ําดับมีหลายแบบ อาทิ การคนหาคํ าศัพทในพจนานุกรม ซึ่ง
ตองมีการเรียงคํ าศัพทตาง ๆ ไวเปนล ําดับกอนตามดัชนี ซ่ึงโดยมากดัชนีท่ีใชเรียงตามตัวอักษร ปญหา
การคนหาวาจะพบส่ิงท่ีตองการคนหรือไมเรียกวา ปญหาของการคนหา (searching problems) โดย
ท่ัว ๆ ไป ใชหลักของการคนทุก ๆ สมาชิก อาทิ หารคนหา x ในลํ าดับของ a1,a2,…,an ผลลัพธของการ

คนหาจะเปนตํ าแหนงของพจนที่อยูในลํ าดับ  i ซึ่ง ai = x (ถา x ไมอยูในลํ าดับจะทํ าใหคนไมพบ) วิธี
การคนหามีดังตอไปน้ี

3.2.2.1!การคนหาเชิงเสน (linear search) หรือการคนหาแบบลํ าดับ (sequential 
search) เปนการคนหา x ในลํ าดับโดยเร่ิมคนต้ังแตลํ าดับท่ีมีตํ าแหนงต่ํ าท่ีสุด i=1 เทียบคากับ x ทีละ
สมาชิกในตํ าแหนง  ถา x = ai  ณ ตํ าแหนง i ใด ๆ ถือวาพบขอมูล  การคนหาเชิงเสนสามารถเขียนเปน
ข้ันตอนวิธีไดดังน้ี
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Procedure linear search (x : int; a1,a2,…..an : distinct integer)
While (i ≤ n and x ≠ ia )

i := i+1
If i ≤ n then location = I
Else location = 0

{ตํ าแหนงของพจน i ท่ีมคีา  = x , หรือ 0 ถาหา x ไมพบ }

3.2.2.2 การคนหาแบบทวิภาค (binary search) จะใชไดถามีการเรียงล ําดับของ
พจนตาง ๆ ท่ีอยูในเซต ไมวาจะเรียงลํ าดับจากมากไปนอย หรือเรียงจากนอยไปมาก หรือเรียงตามตัว
อักษร วิธีการคือ

1.! เปรียบเทียบ x กับตัวท่ีอยูลํ าดับตรงกลาง
2.!ถายังไมพบจะแบงเซตออกเปน 2 สวน
3.!ถา x > ตัวท่ีอยูตรงกลางทํ าตอกับสวนท่ีอยูดานกลางถึงปลาย
4.!ถา x < ตัวท่ีอยูตรงกลางทํ าตอกับสวนท่ีอยูตนถึงกลางทาง

ตัวอยางที ่3.3 จงเขียนข้ันตอนวิธีและคํ าส่ังเทียมในการคนหาแบบทวิภาคของเลข 19 ในล ําดับ
1 2 3 4 5 6 7 8 10 12 13 15 16 18 19 20 22

วิธีทํ า ข้ันตอนวิธี

1.! เปรียบเทียบ 19 กับตัวท่ี 9 ซึ่งมีคา = 10
!"!# ≠  และ 19 > 10    

∴  19 จะตองอยูในครึ่งขวาของล ําดับในเซต
2.! เปรียบเทียบ 19 กับตัวท่ี 13 ซึ่งมีคา = 16

 19 > 16  
∴  จะตองอยูในคร่ึงขวาในลักษณะเดิม
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3.! เปรียบเทียบ 19 กับตัวท่ี 15 ซึ่งมีคา = 19
∴  ตํ าแหนงคือ 15 ❙

แนวคิด คํ าสั่งเทียม
Procedure binary search (x : int ; a1 , a2 ,…an: increasing integer)

 i := 1 { i เปนสมาชิกดานซายสุดของลํ าดับ } 
 j := n { j เปนสมาชิกดานขวาสุดของลํ าดับ }
while i < j
begin

m :=  (i + j) / 2
if x > am then i:=m+1
else j := m

$%&

if x = ai then location := i
else location :=0          ❙

3.3  ความซับซอนของข้ันตอนวิธี

การวิ เคราะห ประสิทธิภาพของขั้ นตอนวิธี จะเก่ียวข องกับการคณนาท่ีซับซ อน   
(computational complexity) ของข้ันตอนวิธี ซ่ึงจะมีรูปแบบของความซับซอนอยู 2 รูปแบบคือ

3.3.1 ความซับซอนเชิงเวลา

ความซับซอนเชิงเวลา (time complexity) จะเก่ียวของกับ จํ านวนตัวดํ าเนินการท่ีใช
ในข้ันตอนวิธี น้ัน ๆ เชน การเปรียบเทียบเลขจ ํานวนเต็ม การบวกเลขจํ านวนเต็ม การคูณเลขจํ านวน
เต็ม การหารเลขจ ํานวนเต็ม หรือตัวดํ าเนินการพ้ืนฐานอ่ืน ๆ เปนตน
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3.3.2  ความซับซอนเชิงพื้นที่วาง

ความซับซอนเชิงพื้นที่ (space complexity) จะเก่ียวของกับโครงสรางขอมูล (data 
structure) ที่ใชในการใชงาน ขั้นตอนวิธีนั้นจะเปนการวิเคราะห พ้ืนท่ีของหนวยความจํ า (memory 
space) วาจะใชมากนอยเพียงไร ความซับซอนเชิงพื้นที่ไมพิจารณาในที่นี้เพราะอยูนอกเนื้อหาของราย
วิชาน้ี

ตัวอยางที ่3.4      จงพิจารณาความซับซอนเชิงเวลาในการหาคาสูงสุด (max) ในเซต
วิธีทํ า สมมติในเซต มี n สมาชิก และไมไดจัดเรียงล ําดับ การหา max จะใชวิธี 

กํ าหนดตัวแรกแลวเปรียบเทียบกับตัวถัดไปในลํ าดับจนกวาจะหมด ใน
แตละการทํ างานซํ ้า ๆ จะมีการใชการเปรียบเทียบ 2 ประการคือ
1.! ใชเปรียบเทียบเพ่ือตรวจการส้ินสุดการทํ างาน
2.! ใชเปรียบเทียบเพือ่ปรับปรุงคา max
∴ จะมีการเปรียบเทียบท้ังหมด = 2(n-1) ครั้ง รวมกับการเปรียบเทียบ
เพื่ออกจากการวนซ้ํ า (loop) ครั้งสุดทายในการนั่นคือจะมีทั้งหมด =2
(n-1)+1 เทียบกับ 2(n-1)
∴  ความซับซอนเชิงเวลา O(n)           ❙

ตัวอยางที ่3.5      จงพิจารณาความซับซอนเชิงเวลาของการคนหาเชิงเสนที่แตละขั้น
วิธีทํ า ในการคนหา จะมีการเปรียบเทียบ 2 สวน

1.! เพื่อตรวจสอบขอมูลสุดทายหรือไม
2.! เพื่อเปรียบเทียบสมาชิกวาใชคาท่ีคนหรือไม
สุดทาย จะมีอีก 1 การเปรียบเทียบ คือเง่ือนไขการออกจากการวนซ้ํ า 
และอีก 1 การเปรียบเทียบ เพ่ือดูวาการคนหาพบหรือไม
∴  จะมีการเปรียบเทียบ อยางมากท่ีสุด 2n+2
∴  ความซับซอนเชิงเวลา คือ O(n)           ❙
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ตัวอยางที ่3.6 พิจารณาความซับซอนเชิงเวลาของการคนหาแบบทวิภาค
วิธีทํ า เพือ่ความสะดวกจะให n = 2k หรือ k = ⌊log2n⌋ ในแตละการทํ างาน

ซํ้ า ๆ ของ การคนหาแบบทวิภาค จะใชการเปรียบเทียบออกเปน 2 สวน
คือสวนท่ีอยูฝงซายของคากลางและสวนท่ีอยูดานขวาของคากลาง โดย
มีรูปแบบข้ันตอนการทํ างานดังน้ี
1.! ตรวจสอบคาวาอยูฝงซายหรือขวาในลํ าดับ
2.! เพื่อเปรียบเทียบคากับสมาชิกท่ีอยูในตํ าแหนงท่ีอางอิง
3.! จํ านวนการทํ าซํ้ า ๆ ทั้งหมด ท่ีตองทํ า = k
∴  จะมีการเปรียบเทียบ = 2k+2 = 2log2n+2 

∴  ความซับซอนเชิงเวลาของการคนหาแบบทวิภาค  คือ O(log2n)

ถา n = 2k  จํ านวนการวนซ้ํ าจะมีอยางมากไมเกิน  k+1
∴  จํ านวนการเปรียบเทียบ     =2logn+4
∴  ความซับซอนเชิงเวลา = O(log2n) มีชื่อเรียกดังตารางที ่3.1           ❙

ตัวอยางที ่3.7 พิจารณากรณีเฉลี่ยของการคนหาเชิงเสน ดูวาโดยเฉล่ียแลวจะมีความซับซอนเชิง
เวลาเทาไร
วิธีทํ า กรณีท่ีดีท่ีสุด ถาคน 1 ครั้ง แลวพบใชการเปรียบเทียบ 2+1=3 คร้ัง

  ถาคน 2 ครั้ง แลวพบใชการเปรียบเทียบ 4+1=5 คร้ัง
  ถาคน n ครั้ง แลวพบใชการเปรียบเทียบ 2n+1 คร้ัง

∴  โดยเฉล่ีย จะใช การเปรียบเทียบ

n
)1n2(...753 +++++=

n
nn64121 +++++++= ...
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n
n)n...321(2 +++++=

= n+2
=O(n)                                ❙

ตารางที่ 3.1 แสดงตัวอยางความซับซอนของข้ันตอนวิธี

สัญลักษณ ช่ือเรียก
O(1) Constant Complexity
O(log2n) Logarithmic Complexity
O(n) Linear Complexity
O(nlog2n) n log n Complexity
O(nb) Polynomial Complexity
O(bn) Exponential Complexity (where 1b > )
O(n!) Factorial Complexity

ที่มา (Johnsonbaugh, Richard, 1984, p.28)

3.4 เลขจํ านวนเต็มและการหาร

สวนหน่ึงของดิสครีตประกอบดวยเลขจํ านวนเต็มและคุณสมบัติ ซึ่งเปนสวนหนึ่งของสาขา
ทางคณิตศาสตรที่เรียกวา ทฤษฎจํี านวน โดยมีหลักการพ้ืนฐาน 3 สวน คือ การหาร การหารรวมมาก
และคูณรวมนอย และเลขคณิตวาดวยการหารเอาเศษ

3.4.1 วิธีการหาร

เมื่อเลขจํ านวนเต็มหน่ึงถูกหารดวย 2 หรือหารเลขจํ านวนเต็มอ่ืน ๆ ที่ไมมีคาเปน
ศูนยแลว พบวาผลลัพธที่ไดอาจไมเปนเลขจํ านวนเต็มเสมอไป ตัวอยางเชน 12/3 =4 เปนเลขจํ านวน
เต็มจริง แต 11/4 = 2.75 ไมเปนเลขจํ านวนเต็ม ดังนิยามท่ี 3.2
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นิยามท่ี 3.2 a และ b เปนเลขจ ํานวนเต็มท่ี a ≠0 a หาร b ลงตัวถาม ีจํ านวนเต็ม c ซึ่ง b = ac     
จะเรียก a วาตัวประกอบของ b และ  เรียก b วาพหุคูณของ a เขียนแทนดวย  a|b ถา
a หาร b ไมลงตัวแทนดวย  a∤b

ตัวอยางท่ี 3.8 จงหาวา  3 |12  เปนจริง
วิธีทํ า เพราะ 12 = 3(4) 

∴  เปนจริง
จงหาวา 3 ∤10 เปนจริง
วิธีทํ า เพราะ 10 = 3(C)

∴  เปนจริงเพราะไมมีจ ํานวนเต็ม C ใดแทนลงในสมการได

ทฤษฎบีทท่ี 3.1 1. ถา a|b และ b|c  แลว a|(b+c)
2. ถา a|b  แลว a|bc
3. ถา a|b และ b|c  แลว a|c

นิยามท่ี 3.3 เลขจํ านวนเต็มบวก p > 1 ใด ๆ จะเรียกวาเปนเลขจ ํานวนเฉพาะ (prime) ถามีเพียง 
1 และ ตัวมันเอง เทาน้ันท่ีเปนตัวประกอบ ถา p ไมใชเลขจํ านวนเฉพาะ p จะเปน
จํ านวนประกอบ (composite number)

ทฤษฎบีทท่ี 3.2 เลขจํ านวนเต็มบวกทุกตัว สามารถเขียนไดเปนผลผลิตของเลขจ ํานวนเฉพาะได
เพียงรูปแบบเดียว

ตัวอยางที ่3.9  100 = 2⋅2⋅5⋅5 = 2252

 641=641
 999=3⋅3⋅3⋅37 = 33⋅37

 1024 = 2 10           ❙
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ทฤษฎบีทท่ี 3.3 ถา n เปนจ ํานวนประกอบ n จะมีตัวหารเลขจ ํานวนเฉพาะ ท่ี %≤

พิสูจนท่ี 3.3 ให  n = ab
i<a<n  และ i<b< n

a n≤   หรือ b n≤  มิฉะนั้น ab >n

∴  n จะมีตัวหารเลขจํ านวนเต็มบวก ท่ี n≤  a และ b
สามารถจะเขียนเปนผลผลิตของเลขจ ํานวนเฉพาะได

น่ันคือ   n จะมีตัวหารเลขจ ํานวนเฉพาะ ท่ี  n≤

ตัวอยางท่ี 3.10 จงแสดงวา !"! เปนเลขจํ านวนเฉพาะ
วิธีทํ า ปกติจะตองทดสอบ ดวยการเอาเลขจํ านวนเฉพาะที่ 101<  ทั้งหมดมา

หารดูแตจากทฤษฎีบทท่ี 3.3 ใหหาเลขจ ํานวนเฉพาะที่ไมเกิน 101 มา
หารดูก็เพียงพอที่จะบอกไดวา 101 เปนเลขจํ านวนเฉพาะหรือไม ที่ไม
เกิน 101 คือ 2,3,5,7 ซึ่งหาร101 ไมลงตัว 
∴  !"! เปนเลขจํ านวนเฉพาะ           ❙

3.4.2 ขั้นตอนวิธีการหาร

ข้ันตอนวิธีการหารโดยมากมักใชกรณีทางหารเอาเศษ โดยมีนิยามท่ีนาสนใจดังน้ี

ทฤษฎบีทท่ี 3.4   ให a เปนเลขจ ํานวนเต็มและ d เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก แลวจะม ี q และ r เพียง
คาเดียว ซึ่ง a = dq + r โดยท่ี 0 ≤ r < d

นิยามท่ี 3.4 จากข้ันตอนวิธีการหาร
d  จะเรียกวา ตัวหาร (divisor) a  จะเรียกวา  ตัวถูกหาร (dividend)
q  จะเรียกวา  ผลหาร (quotient)  r  จะเรียกวา  เศษเหลือ (remainder)
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ตัวอยางที ่3.11 จงบอกคาของ a,d,q และ r จากข้ันตอนวิธีการหาร ของ 101 หาร 11
วิธีทํ า

101    =     11 ⋅ 9    +  2

          ❙

ตัวอยางที ่3.12 จงหาผลหารและเศษเหลือ เมื่อ -11  ถูกหารดวย 3
วิธีทํ า  -11  = 3(-4) + 1

∴  ผลหาร     = -4
     เศษเหลือ = 1
สังเกต -11 = 3(-3) -2
แต r = -2  ไมสอดคลองกับ 0 ≤ r < d           ❙

3.4.3 หารรวมมากและคูณรวมนอย   

นิยามท่ี 3.5 ให a,b เปน เลขจ ํานวนเต็มที่ไมใช 0 และ จํ านวนเต็มท่ีใหญท่ีสุดคือ d ซึ่ง d|a และ
d|b  จะเรียกวาหารรวมมาก (Greatest Common Divisors: GCD) ของ a และ b
เขียนแทนดวย  ห.ร.ม. (a,b)

ตัวอยางที ่3.13 ห.ร.ม.  ของ 24 กับ 36
วิธีทํ า ตัวหาร  ของ 24 คือ  1,  2,  3,  4,  6,  8,  12,

ตัวหาร  ของ 36 คือ  1,  2,  3,  4,  6,  9,  12,  18
ตัวหารรวมท่ีใหญท่ีสุด คือ 12
∴  ห.ร.ม.  (24,36) = 12           ❙

เศษเหลือ

ผลหาร
ตัวหาร

ตวัถูกหาร
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ตัวอยางที ่3.14 ห.ร.ม.  ของ 17 และ 22 คือเทาไร
วิธีทํ า 17 และ 22 ไมมี ตัวประกอบหารรวมท่ี > 1

∴  ห.ร.ม.  (17,22) = 1                ❙

นิยามท่ี 3.6 a และ b จะเปน จํ านวนเฉพาะสัมพัทธ (relatively prime) ถา ห.ร.ม. (a,b) = 1

นิยามท่ี 3.7   เลขจํ านวนเต็มบวก a1,a2,…,an เปนจํ านวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน (pairwise
relatively prime) ถา 1),( รม. =ji aaห  เมื่อ  nji ≤<≤1

ตัวอยางที ่3.15 10,17,21  เปนจํ านวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน
วิธีทํ า เพราะ ห.ร.ม(10,17) = 1 , ห.ร.ม.(10,21) = 1

10,19,24  ไมเปนจํ านวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน
เพราะ ห.ร.ม.(10,24)= 2>1         ❙

ตัวอยางที ่3.16 จงหา ห.ร.ม.  ของ 120 และ 500
วิธีทํ า 532120 3 ⋅⋅=

32 52500 ⋅=
 20532     )500,120.(ม.ร.ห 102 =⋅⋅=∴         ❙

นิยามท่ี 3.8 คูณรวมนอย (Least Common Multipliers: LCM) ของ a และ b จะเปนเลขจํ านวน
เต็มบวกท่ีนอยท่ีสุด d ซึ่ง a|d และ b|d เขียนแทนดวย ค.ร.น.(a,b)
    np2p1pa a

n
b
2

a
1 .....⋅=

    np2p1pb b
n

b
2

b
1 .....⋅=

ค.ร.น. )b,amax(
n

)b,amax(
2

)b,amax(
1

nn2211 P...PP)b,a( ⋅=
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ตัวอยางที ่3.17 จงหา ค.ร.น. ของ 253 732   และ  3432
วิธีทํ า )0,2max()3,5max()4,3max(34253 732)32,732.(น.ร.ค =

   254 732=             ❙

ทฤษฎบีทท่ี 3.5 a,b  เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก จะไดวา  ab = ห.ร.ม.(a,b) ⋅ ค.ร.น.(a,b)

ตัวอยางที ่3.18   ห.ร.ม.(9,24) = 3
  ค.ร.น.(9,24) = 72
          9⋅24 = 3⋅72

    216 = 216           ❙

3.4.4  เลขคณิตวาดวยการหารเอาเศษ

นิยามท่ี 3.9 ให a เปนเลขจ ํานวนเต็มและ m เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก จะเขียน  a mod m เปน 
เศษเหลือเมื่อ a หารดวย m หรือ r = a  mod  m  ถา a = qm+r และ  0≤ r<m

ตัวอยางที ่3.19 จงหารเอาเศษกับเลขตอไปน้ี
วิธีทํ า     17 mod 5     = 2
     -113  mod 9     = 2

2001 mod 101 = 82           ❙
นิยามท่ี 3.10 ถา a และ b เปนเลขจ ํานวนเต็มและ m เปนเลขจ ํานวนเต็มบวกแลว a สมภาค

(congruences) กับ b มอดุโล (modulo) m ถา m|(a-b) เขียนแทนดวย a ≡ b (mod 
m)  และ a ไมสมภาคกับ b mod m เขียนแทนดวย a  ≢ b (mod m)
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ตัวอยางที ่3.20 17 ≡ 5 (mod 6)
วิธีทํ า เพราะ  6|(17-5)          ❙
24 ≢14 (mod 6)
วิธีทํ า เพราะ  24-14 = 10 หารดวย 6 ไมลงตัว          ❙

ทฤษฎบีทท่ี 3.6 ถา m เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก a ≡ b (mod m) ก็ตอเมื่อ มีเลขจํ านวนเต็ม k ซึ่ง
a = b + km

พิสูจนท่ี 3.6 a ≡ b (mod m) → m|(a-b)
→ a−b=km
→ a=b+km

a=b+km → km = a-b
→ k=m|(a-b)

ทฤษฎบีทท่ี 3.7 ถา a ≡ b (mod m)  และ c ≡ d (mod m)  แลว a+b ≡ b+d (mod m)
และ ac ≡ bd (mod m)

พิสูจนท่ี 3.7  a ≡ b (mod m)  b = a+sm
c ≡ d (mod m)  d = c+tm

b+d ≡ a+c+ (s+t)m
a+c≡b+d mod m………………………*
 bd=ac+m(at+cs+stm)
 ac ≡ bd (mod m)……………………...*
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ตัวอยางที ่3.21  ถา 7 ≡ 2 (mod 5) และ 11 ≡ 1 (mod 5) จงหาคาตามทฤษฎีบทท่ี 3.7
วิธีทํ า 18 = 7+11 ≡ 2+1 = 3  (mod 5)

และ 77 = 7⋅11 ≡ 2⋅1 = 2 (mod 5)           ❙

3.4.5 การประยุกตใชสมภาค

การประยุกตใชสมภาค (applications of congruences) สามารถนํ ามาประยุกต
สํ าหรับการกํ าหนดตํ าแหนงของหนวยความจํ าท่ีจัดเก็บแฟมขอมูลของคอมพิวเตอร การสรางตัวเลข
สุมเทียม และการทํ าระบบการเขารหัสขอมูล เปนตน

ตัวอยางที ่3.22 ฟงกชันสับยอย (hashing function) ท่ีใชในการกํ าหนดการคนหาระเบียนขอมูล
ของหนวยความจํ า ซึ่งมีกุญแจ (key) รหัสลับเปน k

        h(k) = k mod m

วิธีทํ า สมมุติ ใหระเบียนขอมูลซึ่งมีกุญแจ = 6 ,  8,  17,  3,   5,  24 และมี
ตํ าแหนงอยู 5 ตํ าแหนง คือ   0,  1,  2,  3,  4
∴  แตละระเบียนขอมูลจะถูกกํ าหนดตํ าแหนงเปน  1,  3,  2,  3,  0,  4
ตามล ําดับ
ปญหาท่ีมักจะเกิดจากการใชฟงกชันสับยอยคือการชนกัน (collision) 
ของตํ าแหนงท่ีถูกครอบครองดวยระเบียนขอมูล 2 ระเบียนขึ้นไป เกิด
จากกุญแจท่ีแตกตางกันถูกกํ าหนดไปยังระเบียนขอมูลตํ าแหนงเดียวกัน
การแกปญหา ปญหาของการชนกันอาจจะแกไขไดโดย เล่ือนตํ าแหนง

ไปยังตํ าแหนงถัดไป หรือขยายตารางสับยอย (hash 
table) หรือกํ าหนดฟงกชันสับยอยใหม
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ตัวอยางที ่3.23 การสรางตัวเลขสุมเทียม (pseudo random number generator)
วิธีทํ า วิธีที่มักจะใชโดยทั่วไปคือวิธีการสมภาคเชิงเสน  

xn+1 = (axn+c) mod m
m = ตัวหาร≤≥
a =  ตัวคูณ 2 ≤ a  < m
x0 =  ตัวลอ 0 ≤ x0 < m

c =  ตัวเพิ่ม 0 ≤ c  < m

เชน เลือก m = 9, a=7, c=4 และ x0 = 3

       xn+1 ≡ (7xn + 4) mod 90

            x1 ≡ 25 mod 9 = 7

  x2 ≡ 53 mod 9 = 8
  x3 = 6

  x4 = 1

  x5 = 2

  x6= 0

  x7 = 4

  x8 = 5

  x9 = 3
คาที่จะมักใช  c = 0

     m = 232-1

   a = 75 = 16,807 จะใหคาบยาวถึง 231-2           ❙
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ตัวอยางที ่3.24 รหัสลับคาเชียร (Casear cipher) เขารหัสโดย f(p) = p + 3 mod 26
ขอความ                 = “MEET  YOU  IN  THE  PARK”
วิธีทํ า
แปลงเเปนตัวเลข    = 12  4  4  19   24  14  20  8  13  19  7  4  15  0  17  10
p+3 mod 16          = 15  7  7  22  1  17  23  11  16   22  10  7  18  3  20  13
∴  ขอความท่ีเขารหัส  = PHHW  BRX LQ WKH SDUN
     ในการถอดรหัสจะใช  f-1(p) = (p −3) mod 26           ❙

 3.5  เลขจํ านวนเต็มและขั้นตอนวิธี

เน่ืองจากคุณสมบัติของเลขจํ านวนเต็มโดยเฉพาะการหารสามารถนํ ามาประยุกตใชในสาขา
วิทยาการคอมพิวเตอรไดมากมาย ดังน้ันเม่ือทํ าการศึกษานิยามและทฤษฎีบทจนเปนท่ีเขาใจ รวมถึงมี
ความเขาใจเร่ืองการเขียนข้ันตอนวิธี จะทํ าใหสามารถนํ าความรูท่ีไดมาประยุกตเพ่ือใหเขาใจกลไกบาง
สวนในการทํ างานของคอมพิวเตอรท้ังโดยตรงคือการดํ าเนินการกับเลขจํ านวนเต็มขนาดใหญเกินกวา
ที่คอมพิวเตอรจะแทนได ระบบการตรวจสอบขอมูลในการสื่อสารขอมูล และการเขารหัสขอมูลเพื่อ
รักษาความปลอดภัย เปนตน

ทฤษฎบีทท่ี 3.8  ให  a = bg + r เมื่อ a,b,q และ r เปนเลขจ ํานวนเต็มแลว
ห.ร.ม. (a,b) = ห.ร.ม. (b,r)

พิสูจนท่ี 3.8 สมมุติ  d|a และ  d|r ! d|(a−bq)
! d เปนตัวหารรวมของ b และ  r

ทํ านองเดียวกัน  d|a และd|r ! d|(bq+r)
! d เปนตัวหารรวมของ a และ b

∴  น่ันคือ ห.ร.ม. (a,b) = ห.ร.ม. (b,r)
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3.5.1  ขั้นตอนวิธีของยูคลิด

ข้ันตอนวิธีของยูคลิด (Euclidean algorithm) เปนการหา ห.ร.ม. ของจํ านวนเต็ม 2 
จํ านวนใด ๆ ท่ีมีคามาก ๆ โดยใชหลัก ข้ันตอนวิธีการหาร ซ่ึงมีข้ันตอนดังน้ี

a  = q1b + r1   0 ≤ r1< b

b  = q2r1 + r2   0 ≤ r2< r1
r1 = q3r2 + r3   0 ≤ r3< r2

     :
         "

rn-2 = qnrn-1 + rn   0 ≤ rn< rn-1

rn-1 = qn+1rn + 0

ขั้นตอนวิธี Procedure gcd(a,b : positive int)
x=a
y=b
while y ≠ 0
begin

r = x mod y
x=y
y=r

end {ห.ร.ม. (a,b) คือ x}
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ตัวอยางที ่3.25 จงหา ห.ร.ม. (414,662) โดยใชข้ันตอนวิธีของยูคลิด
วิธีทํ า 2481414          662 +⋅=

1661248          414 +⋅=
821166          248 +⋅=

2282          661 +⋅=
  0412        82 +⋅=
∴  ห.ร.ม. (414,662) = 2           ❙

3.5.2 การแทนกันของเลขจ ํานวนเต็ม

ในการเรียนทางดานวิทยาการคอมพิวเตอรมักมีการเปล่ียนฐานของเลขไปเปนฐาน
2 เน่ืองจากคอมพิวเตอรเปนอุปกรณดิจิทัลท่ีมีบิต 0 และ 1 ในการแทนขอมูล ทฟษฎีทางดานข้ันตอน
วิธีของเลขจ ํานวนเต็มสามารถนํ ามาประยุกตเพ่ือเปล่ียนฐานของเลขไดดังสมการ

01
1

1 .... abababan k
k

k
k ++++= −

−

ฐาน b ของเลข n เขียนอยูในรูปเลขฐานเปน  baaaa kk ).....( 011−

ตัวอยางที ่3.26 จงหาเลขฐาน 8 ของ 10)12345(
วิธีทํ า 11543812345 +⋅=

         719281543 +⋅=
           0248192 +⋅=
             03824 +⋅=
               3083 +⋅=

     810 )30071()12345( =∴           ❙
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ขั้นตอนวิธี Procedure  base b expansion (n : positive int)

%' =

"( =

0q    while ≠
)*+*%

b      qak mod=
 ),'' =

!(( +=

$%&
{ เลขฐาน b ของ n คือ })...( 0121 bkk aaaa −−  (Lamey, 2002, p.131)

3.5.3 ขั้นตอนวิธีสํ าหรับตัวด ําเนินการของเลขจ ํานวนเต็ม

เนื่องจากคอมพิวเตอรทํ างานในระบบดิจิทัล การดํ าเนินการกับขอมูลจะอยูในรูปบิต 
ซึ่งในทางคณิตศาสตรสามารถแทนไดดวยรหัสเลขฐาน 2 ดังน้ันข้ันตอนวิธีสํ าหรับดํ าเนินการของเลข
จํ านวนเต็มที่จะกลาวจะท ํากับเลขฐาน 2 ซึ่งมีการทํ างานดังน้ี

3.4.3.1 การบวกเลขฐาน 2 จํ านวน 2 ตัว
ให         a = (an-1an-2…a1a0)2

     b = (bn-1bn-2…b1b0)2

จํ านวนบิตไมเทากันใหเติม 0 ขางหนา การบวกเร่ิมจากบิตทางขวาไปซาย
     0000 s2cba +⋅=+

   =0s  ผลลัพธ , c0 = ตัวทด

           01011 s2ccba +⋅=++

1n1n2n1n1n s2ccba −−−−− +⋅=++
          ∴  a+b = (snsn-1sn-2…s1s0)2
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ตัวอยางที ่3.27 จงบวก  a = (1110)2 และ b = (1011)2

วิธีทํ า 1110
1011

ตัวทด 11−−

    a+b          (11001)2               ❙

ขั้นตอนวิธี Procedure  add (a,b; สวนขยายเลขฐาน 2 จํ านวนเต็มบวก)
C = 0
For j = 0 to n-1
Begin

 d = ⌊ (a + bj + c)/2⌋

Sj = aj + bj + c – 2d
 c = d

end
csn =    { สวนขยายเลขฐาน 2 ของ sum =  (snsn-1sn-2…s1s0)2 }

3.4.3.2   การคูณกันของเลขฐาน 2 จํ านวน 2 ตัว

ให a = (an-1an-2…a1a0)2   และ b = (bn-1bn-2…b1b0)2

    )-. จะไดจากการเอา a คูณ ดวย b0

a คูณ ดวย b0

a คูณ ดวย b1           เล่ือนบิตไปทางซาย 1
a คูณ ดวย b2           เล่ือนบิตไปทางซาย 2

∶
a คูณ ดวย bn-1            เล่ือนบิตไปทางซาย n-1แลวรวมเขาดวยกัน
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ตัวอยางที ่3.28    จงคูณ  a=(110)2  และ b=(101)2

   วิธีทํ า  110
 101
 110

               000
             110

        (11110)2           ❙

ขั้นตอนวิธี Procedure  multiple (a,b:เลขจํ านวนเต็มบวกฐาน 2)
For j=0 to n-1
Begin

If bj =1 then cj = a shifted j places
Else cj = 0

End
{ 1n10 ccc −,...,,  เปนสวนยอย}
P = 0
For j = 0 to n-1
     P = p+ cj  {p คือคาของ ab}

ตัวอยางที ่3.29 ความซับซอนของขั้นตอนวิธีพหุคูณ
วิธีทํ า

1.! จํ านวนคร้ังท่ีใชในการเล่ือนบิต   0+1+2+…+n-1  = 0(n2)
2.! จํ านวนคร้ังท่ีใชในการบวก ท้ังหมดเขาดวยกัน
การบวกเลข n บิต  2 จํ านวนใช    n  ครั้ง
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      3  จํ านวนใช  2n  คร้ัง
    4  จํ านวนใช  3n  คร้ัง
    n  จํ านวนใช  (n-1)n  คร้ัง

   ∴ ความซับซอนของการบวก = 0(n2) ❙

3.6  การประยุกตของทฤษฎีจ ํานวน

ทฤษฎีจํ านวนสามารถนํ าไปประยุกตใชงานในสวนของวิทยาการคอมพิวเตอรไดหลายดาน 
อาทิ การดํ าเนินการกับตัวเลขขนาดใหญและการเขารหัสขอมูล มีทฤษฎสํี าคัญท่ีนํ ามาประยุกตใชดังน้ี

ทฤษฎบีทท่ี 3.9 ถา a,b เปนเลขจ ํานวนเต็มบวกจะมีเลขจํ านวนเต็ม s และ t
ซึ่ง ห.ร.ม. (a,b) = sa+tb

ตัวอยางที ่3.30 จงแสดงวา ห.ร.ม.(252,198) = 18 ในการประสมเชิงเสนของ 252 และ  198
วิธีทํ า 252 = 1⋅198 + 54

198 = 3⋅54 + 36
  54 = 1⋅36+18 
  36 = 2⋅18+0
∴  ห.ร.ม.(252,198) = 18 ❙

ทฤษฎีบทที ่3.10 ถา a,b,c เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก ซึ่ง ห.ร.ม.(a,b) = 1  และ a|bc แลว a|c

พิสูจนท่ี 3.10  ! ห.ร.ม. (a,b) = 1  ดังน้ัน sa + tb   =  1
                   sac + tbc  = c
พิจารณา  a | sac และ  a | tbc
∴ a | (sac+tbc) น่ันคือ a | c
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ทฤษฎีบทที ่3.11 ถา p เปนเลขจํ านวนเฉพาะ %/! .0000..1 เม่ือแตละ 2.  เปนเลขจ ํานวนเต็มแลว 

*.1 สํ าหรับ i บางตัว

ทฤษฎีบทที ่3.12 ให  m เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก a,b และ c เปนเลขจ ํานวนเต็ม ถา ac ≡ bc mod 
m และ ห.ร.ม.(c,m) = 1  แลว a ≡ b mod n

พิสูจนท่ี 3.12   ac ≡  bc  mod m  , m | (ac- bc) = c(a-b)  ทฤษฎีบทท่ี 3.10
                  ∴  m | (a-b)
น่ันคือ    a  ≡ b  mod m

3.6.1  สมภาคเชิงเสน

สมภาคเชิงเสน (linear congruences) เปนสมภาคท่ีอยูในรูปแบบ  ax ≡ b mod m  
เมื่อ  x  เปนตัวแปร

ทฤษฎีบทที ่3.13 ถา a  และ m เปนจ ํานวนเฉพาะสัมพัทธ และ  m > 1  แลว จะมีสวนผกผัน เพียง

คาเดียวของ a mod m แทนดวย 
_
a  ซึ่ง  !.. =  mod m

พิสูจนท่ี 3.13 ! ห.ร.ม. (a,m ) = 1 sa + tm  = 1 ∃s, t
Sa + tm ≡ 1  mod m

! tm  ≡ 0 mod m     ∴ sa  ≡  1  mod m
น่ันคือ  s  เปนสวนผกผันของ a mod m
สมมติวาม ีtcm อีกตัวหน่ึงท่ีทํ าให ta ≡ 1 mod m

∴  sa  ≡  ta   ≡   1  mod m
       s  ≡ t    mod m  (ห.ร.ม.(a,m)=1)
! s,t < m ∴  s = t น่ันคือสวนผกผัน
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ตัวอยางที ่3.31 จงหาสวนผกผันของ 3 mod 7
วิธีทํ า   !ห.ร.ม.(3,7) = 1  ∴  จะสามารถหาสวนผกผันได

! 2.5  ≡ 1 mod 7
∴  5  เปนสวนผกผันของ 3 mod 7
ทํ านองเดียวกัน 5 ± 7, 5 ± 14,… ก็เปนสวนผกผันของ 3 ❙

ตัวอยางที ่3.32 จงหาคา x ของสมภาคเชิงเสน  3x ≡ 4   mod 7
วิธีทํ า         3 x   ≡  4  mod   7

     5.3.x  ≡  5.4  mod  7
       x ≡ 20  ≡  6  mod 7

∴  x ≡ 6  mod  7 ❙

3.6.2 ทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน

ทฤษฎบีทเศษเหลือของจีน (chinese remainder theorem) เปนระบบสมภาคเชิง
เสนหลายชั้น เร่ิมจากแนวคิดปริศนาของของนักคณิตศาสตรชาวจีนช่ือ ซัน ชู  (Sun Tsu ‘s puzzle)
โดยปริศนาที่วาคือมีสิ่งของอยูจํ านวนหน่ึง ถาเอา 3 หาร จะเหลือเศษ 2 ถาเอา 5 หารจะเหลือเศษ 3 
ถาเอา 7 หารจะเหลือเศษ 2 ถามวา จํ านวนสิ่งของนั้นเปนเทาไร

หรือ x  ≡  2   mod 3
x  ≡  3   mod 5
x  ≡  2   mod 7

ปริศนาของ ซัน ชู  น้ีนํ าไปสูทฤษฎีบทเศษเหลือของจีน



ขัน้ตอนวิธีและเลขจ ํานวนเต็ม104

ทฤษฎีบทที ่3.14 (ทฤษฎบีทเศษเหลือของจีน) ให %/! 3-0003-3  เปนจ ํานวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน
และเปนเลขจ ํานวนเต็มบวก

x ≡ a1 mod m1
x ≡ a2 mod m2

x ≡ an mod mn

จะมีคํ าตอบเพียงคาเดียวท่ี mod m = %/! 3-0003-3

พิสูจนท่ี 3.14 ให  Mk = m/mk k = 1,2,..,n

∴ ห.ร.ม.(mk,Mk) = 1

∴  Mk จะมี สวนผกผันภายใต mod mk

น่ันคือ Mkmk  ≡ 1 mod mk

ให  nnn222111 yMa...yMayMax +++=
       จะได  kkkk m  mod  yMax ≡

                    kk m  mod a≡
                               kkkkk m  mod  ayMa ≡

น่ันคือ x เปนผลลัพธดวย
ให x และ y เปนคํ าตอบ 2 คาที่ตางกัน ( )334&     ≡/

                                         kk m   mod    yax ≡≡
     km   mod    yx ≡

                         k21 m........mm   mod    yx ≡∴
             พิสูจน    3   mod    2x ≡

    5   mod    3x ≡

    7   mod    2x ≡
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และ 3,5,7 เปนจ ํานวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน
ให 105753 =⋅⋅=m ,  35   3/mM1 ==

        21   5/mM2 ==
        15   7/mM3 ==
จากทฤษฎบีทเศษเหลือของจีนจะไดผลลัพธคือ

333222111 yMayMayMax ++=
เมื่อ  *5  คือสวนผกผันของ iM  ภายใต mod im
∴  ได 1y          ,1y            ,2y 321 ===

)105   mod (  115212132352 ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅≡∴ x

105  mod  23≡∴ x

3.6.3 เลขคณิตคอมพิวเตอรกับเลขจ ํานวนเต็มขนาดใหญ

ให m ≡ m1,m2,m3,…,mn   ห.ร.ม.(mi,mj) = 1     ∀ i ≠ j เลขจํ านวนเต็ม a ใด ๆ ท่ี

0 ≤ a < m สามารถ จะแทนใน n-แถว ไดเพียงคาเดียวคือ )mod,...,mod,mod( 21 nmamama

ตัวอยางที ่3.33 ตองการแทนเลขจ ํานวนเต็มบวก ท่ีนอยกวา 12
วิธีทํ า ให m1 = 3, m2 = 4   และ ห.ร.ม.(3,4) = 1

∴  เลขจ ํานวนเต็ม a สามารถแทนในรูป (a mod  3, a  mod  4) ดังน้ี
0 = (0,0) 4 = (1,0)   8 = (2,0)
1 = (1,1) 5 = (2,1)   9 = (0,1)
2 = (2,2) 6 = (0,2) 10 = (1,2)
3 = (0,3) 7 = (1,3) 11 = (2,3)          ❙
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ดังน้ัน ถาเลขขนาดใหญ อาจจะแทนในแตละคูแลวแสดงการดํ าเนินการซึ่งกันและกัน 
แตละสวนเสร็จแลวจึงกูคืนคาท่ีแทจริง โดยการวิเคราะห n สมภาค การแทนในแตละคูจะชวยให
ดํ าเนินการกับเลขจ ํานวนเต็มขนาดใหญได และสามารถจะทํ างานแบบขนานได

ตัวอยางท่ี 3.34 สมมติ คอมพิวเตอรด ําเนินการกับเลขจํ านวนเต็มขนาด < 100 จะเลือกมอดุโล 
99,98,97 และ 95 (เปนจ ํานวนเฉพาะสัมพัทธแตละคู)
วิธีทํ า m = 99.98.97.95 = 89,403,930

∴  สามารถจะแทนเลขจ ํานวนเต็มไดถึง 89,403,930
เชน  123,684  = (33,8,9,89)

   431,456 = (32,92,42,16)
         123,684,+,413,456  =  (33,8,9,89)+ (32,92,42,16)

       =  (65,2,51,10)
การกูคืนจะตองวิเคราะห         x ≡ 65 mod 99      x ≡ 51 mod 97

x ≡ 2 mod 98        x ≡ 10 mod 95
การเลือกตัวยอยเพ่ือความสะดวกจะเลือกใหอยูในรูป 2K-1 เพราะงาย
ในการทํ าเลขคณิตแบบทวิภาค และงายในการหาตัวท่ีเปนจํ านวน

เฉพาะสัมพัทธ  (เพราะ  ห.ร.ม.(2a-1,2b-1) = 2 ห.ร.ม.(a,b)-1)

น่ันคือเลือก  a,b ท่ีเปนจํ านวนเฉพาะสัมพัทธเทานั้น
เชนเลือกมอดุโลเปน 235-1, 234-1, 233-1, 231-1, 229-1, 223-1
ทุกตัวจะเปนจ ํานวนเฉพาะสัมพัทธตรงกัน ทํ าใหสามารถดํ าเนินการทาง
เลขคณิตกับเลขจํ านวนเต็มขนาด !67/  ได ❙



ขัน้ตอนวิธีและเลขจ ํานวนเต็ม 107

3.6.4 เลขจํ านวนเฉพาะเทียม

เลขจ ํานวนเฉพาะเทียม (pseudoprimes) ถาเลขจ ํานวนเต็ม n สามารถแยกตัว
ประกอบเปน 2 n-1 ≡ 1 (mod n ) แลวเลขจ ํานวนเต็มนี้จะเรียกวาเลขจ ํานวนเฉพาะเทียม

ทฤษฎีบทที ่3.15 (ทฤษฎีบทของแฟมาต (Fermat’s theorem)) ถา p เปนเลขจ ํานวนเฉพาะและ a
เปนเลขจ ํานวนเต็ม ท่ีหารดวย p ไมลงตัว แลว

a p-1 ≡ 1 mod p   และ

   a p ≡ a mod p

มี ตัวประกอบบางตัวท่ี n m n    mod    12 1n ≡−

เลขจํ านวนเต็มท่ีมีคุณสมบัติน้ีจะเรียกวาเลขจํ านวนเฉพาะเทียมหายาก

ตัวอยางท่ี 3.35 341 = 11 ⋅ 31  และ 341    mod    12340 ≡
341∴  เปนเลขจํ านวนเฉพาะเทียม         ❙

3.6.5 การเขารหัสลับแบบกุญแจสาธารณะ

เทคโนโลยีของการเขารหัสลับมี 2 ลักษณะคือการเขารหัสลับแบบกุญแจสวนตัว 
(private key cryptography) หมายถึงใชกุญแจใดเขารหัส จะใชกุญแจน้ันเปนตัวถอดรหัสและการเขา
รหัสลับแบบกุญแจสาธารณะ (public key  cryptography) การเขารหัสและถอดรหัสใชกุญแจคนละ
ดอก การเขารหัสแบบรหัสลับแบบกุญแจสวนตัว จะมีปญหาเร่ืองการแลกเปล่ียนกุญแจ การเขารหัส
ลับแบบกุญแจสาธารณะที่มีชื่อเสียงคืออารเอสเอ (RSA) ท่ีคิดคนในป 1976 โดยนักวิจัยของ เอ็มไอที 
3 คน (Rosen, 1995, p.176) โดยมีพื้นฐานของมอดุโลยกกํ าลังของเลขจ ํานวนเฉพาะขนาดใหญ ซึ่งมี
หลักในการเขารหัสดังน้ี
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หลักการท ํางานของอารเอสเอ

1. เลือกจ ํานวนเฉพาะขนาดใหญ  2 ตัว คือ p,q
2. คํ านวณ   n = pq
3. เลือกกุญแจที่ใชเขารหัส $ โดยท่ี ห.ร.ม. (e,(p-1)(q-1)) = 1
4. คํ านวณกุญแจท่ีใชถอดรหัส d โดยท่ี ec   ≡   1 mod (p-1)(q-1)

5. การเขารหัส  โดย C ≡ Me mod n

6. การถอดรหัส โดย Cd ≡ M mod n

e  = กุญแจท่ีใชเขารหัสเปดเผยใหรูท่ัวกันได
d = กุญแจท่ีใชถอดรหัสจะตองเก็บไวเปนความลับ สามารถแสดงไดวา
ถาเลือก ec ≡ 1 mod(p-1)(q-1)

แลว M ≡ Cd mod n เมื่อ C ≡ Me mod n

พิสูจน   ถาเลือก e ซึ่ง ห.ร.ม. (e,(p-1)(q-1)) = 1 แลวจะมีสวนผกผัน
∴  ถา  de ≡ 1 mod(p-1)(q-1)
∴ de ≡ 1 + k(p-1)(q-1)   เฉพาะ k บางตัว

)1q)(1p(k1deded MM)M(C −−+===
จากทฤษฎบีทของแฟมาต    

         M p-1 ≡ 1 mod p และ M q-1 ≡ 1 mod q

       ∴  Cd ≡ M.(Mp-1)k(q-1)  ≡  M.1 mod p

    และ Cd ≡ M.(Mq-1)k(p-1)  ≡  M.1 mod p

    และ ห.ร.ม.(p,q) = 1      ทฤษฎบีทเศษเหลือของจีน
      ∴ Cd ≡ M mod pq
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หมายเหต ุ       ทฤษฎีบทของแฟมาต จะใชไดในกรณีที่ ห.ร.ม.(M,p) และ (M,q)=1 เทาน้ัน แตอยาง
ไรก็ตามแม  ห.ร.ม.(M,p) และ (M,q) =/ 1 ก็สามารถแสดงไดเชนกันเพราะ M จะตอง
เปนจํ านวน ของ p หรือ q

ตัวอยางท่ี 3.36 จงเขารหัสขอมูลคํ าวา “STOP” โดยใช RSA ถากํ าหนดให p= 43,  q= 59, e = 13
ห.ร.ม.(13,42,58) = 1 และ  n=p, q=43⋅59=25537
วิธีทํ า STOP     =   18  19  14  15

การเขารหัส C=M13 mod 2537
181913 mod 2537 = 2018
141513 mod 2537 = 2182

∴  ขอความท่ีถูกเขารหัสคือ 2018   2182

การถอดรหัส ed ≡ 1 mod(p-1)(q-1)
13 ≡ 1 mod 2436
  d  = 937
∴ M=C937 mod  2537
2081 937 mod 2537 = 1819
2182 937 mod 2537 = 1415

∴ ขอความตนฉบับคือ 18 19   14 15  = STOP  ❙
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3.7  สรุป

ถาเปรียบการเขียนแบบพิมพเขียวของอาคารท่ีดีทํ าใหอาคารท่ีสรางถูกตองสมบูรณและ
แข็งแรงแลว การเขียนโปรแกรมภาษาคอมพิวเตอรใหดีมีขอผิดพลาดนอย ประหยัดทรัพยากร เชน พื้น
ท่ีหนวยความจํ า พ้ืนท่ีดิสก และการใชรอบคํ าสั่งของหนวยประมวลผลกลาง จํ าเปนอยางย่ิงท่ีตองมี
ความรูความเขาใจในขั้นตอนวิธีท่ีจะนํ ามาใชในการเขียนโปรแกรม การเขียนขั้นตอนวิธีที่ดีนอกจาก
ตองรูทฤษฎีของโจทย แลวยังตองอาศัยการฝกฝนเพ่ือใหเกิดทักษะดวย ในสวนของทฤษฎีคณิตศาสตร
มีทฤษฎีที่สํ าคัญและเก่ียวของกับวิทยาการคอมพิวเตอรอยูไมนอย ทฤษฎีจํ านวนก็เปนหน่ึงในน้ัน 
ทฤษฎีจํ านวนมีหลักการพ้ืนฐาน 3 สวน คือ การหาร การหารรวมมาก การคูณรวมนอย และเลขคณิต
วาดวยการหารเอาเศษ ซึง่ทั้ง 3 สวนถูกนํ าไปประยุกตเพื่อแกปญหาการแทนเลขขนาดใหญใน
คอมพิวเตอร การหาเลขสุม และทฤษฎีการเขารหัสขอมูล โดยเฉพาะการเขารหัสลับขอมูลแบบแบบ
กุญแจสาธารณะ
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3.8   แบบฝกหัดทายบท

1.! จงแสดงข้ันตอนท้ังหมดท่ีใชในการคนหา 9 ในลํ าดับ 1,3,4,5,6,8,9,11 โดยใช
1.1! การคนหาเชิงเสน
1.2! การคนหาทวิภาค

2.! คามัธยฐานของตัวเลขคือจํ านวนของสมาชิกท่ีปรากฏมีความถ่ีสูงท่ีสุดในรายการ จง
เขียนข้ันตอนวิธีในการหาคามัธยฐานของเลขจํ านวนเต็มบวก

3.! จงหาผลหารและเศษเหลือของเลขตอไปน้ี
3.1! 9 หารดวย 7
3.2! –111 หารดวย 11
3.3! 789 หารดวย  23
3.4! 1001 หารดวย 13

4.! จงหาแฟคทอเรียลจ ํานวนเฉพาะ (prime factorization) ของ 10!

5.! จงแสดงวา ถา a, b, k, และ m เปนเลขจ ํานวนเต็ม ซึ่ง k ≥ 1, m ≥ 2 และ                 
a ≡ b (mod m) , แลว ak ≡ bk (mod m) เมื่อ k เปนเลขจ ํานวนเต็มบวก

6.! ใชข้ันตอนวิธีของยูคลิดเพ่ือหาคาของ ห.ร.ม. ตอไปน้ี
6.1! ห.ร.ม.(12,18)
6.2! ห.ร.ม. (111, 201)
6.3! ห.ร.ม. (1001, 1331)
6.4! ห.ร.ม. (12345, 54321)
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7.! จงบวกเลขฐาน 2  (10111)2 กับ (11010)2 โดยใชข้ันตอนวิธีในตัวอยางท่ี 3.27

8.! จงแสดงวิธีทํ าในการหา ห.ร.ม. โดยใชวิธีการประสมเชิงเสน จากคูลํ าดับตัวเลขดังตอไป
น้ี

8.1! 10,11
8.2! 21,44
8.3! 36, 48

9.! จงแสดงวา 15 เปนสวนผกผันของ 7 มอดุโล 26

10.!เลขจํ านวนเต็มใดจะมีเศษ =1  เมื่อหารดวย 2 และจะมีเศษ = 1 เมื่อหารดวย 3 ดวย
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