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บทที่ 2
พีชคณิตบูลีน

2.1 ความนํ า

พีชคณิตของบูลีน (boolean algebra) เปนคณิตศาสตรเกี่ยวกับตรรกวิทยา ท่ีมีคาของ   
ตัวแปรเพียง 2 คา คือ 0 กับ 1 นักคณิตศาสตรชาวอังกฤษช่ือ จอรจ บูล (George Boole) เปนผูคิดคน
เมื่อป ค.ศ. 1854 (Rosen, 1995, p.608) เปนแนวทางท่ีทํ าใหสามารถพัฒนาคณิตศาสตรแนวใหมได
หลายสาขา สมการท่ีสรางมาจากพีชคณิตน้ีเรียกวาสมการบูลีน หรือเรียกวาสมการตรรกศาสตร 
(logic equation) ในระยะแรกยังไมไดนํ ามาใชในวงการอิเล็กทรอนิกส จนกระท่ังป ค.ศ.1938        
แชนนอน (Claude E. Shannon) ไดนํ าเอาพีชคณิตของบูลีนมาใชออกแบบวงจรสวิตชรีเลยสํ าหรับ
ระบบโทรศัพท จนเปนท่ียอมรับแพรหลาย (Rosen, 1995, p.608) กอปรกับวงจรรีเลยคลายคลึงกับ
การทํ างานของทรานซิสเตอร ทํ าใหประยุกตมาสูการออกแบบวงจรภายในเคร่ืองคอมพิวเตอรในท่ีสุด

2.2 สมมติฐานของบูลีน

พีชคณิตบูลีนน้ันมีสมมติฐานท่ีเปนพื้นฐาน 7 สมมติฐาน ซึ่งนํ าไปใชสรางทฤษฎีและ      
กฎเกณฑตาง ๆ (ประทีป บัญญัตินพรัตน, 2532, หนา 84)
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สมมติฐานที ่2.1 คํ าจ ํากัดความ

คํ ากํ าจัดความของพีชคณิตบูลีน คือ เปนระบบพีชคณิตท่ีประกอบดวย เซต K ที่มี
สมาชิก (element) อยู 2 ตัวหรือมากกวา ประกอบดวยตัวดํ าเนินการ (operator) 
อีก 2 ตัวคือ ⋅ และ + กลาวไดวา สํ าหรับทุก ๆ คาของ a และ b ที่อยูในเซต K คา 
a ⋅ b และ a+b จะอยูในเซต K เครื่องหมาย + เรียกวา ออร (or) และเครื่องหมาย 
⋅ เรียกวาแอนด (and) มีความหมายเหมือนตัวเชื่อม หรือ กับ และ ของตัวดํ าเนิน
การทางตรรกศาสตร

สมมติฐานที ่2.2 กฎการแทนคา

กฎการแทนคา (substitution law) กลาววานิพจน 2 นิพจน จะเทากันก็ตอเม่ือ 
สามารถแทนนิพจนหนึ่งดวยอีกนิพจนหนึ่งได

สมมติฐานที ่2.3 กฎการคงอยูของ 1 และ 0

กฎการคงอยูของ 1 และ 0 (existence of 1 and 0 law) กํ าหนดวาเม่ือมี 1 และ 0 
เปนสมาชิกของเซต K แลว สํ าหรับทุก ๆ คาของ a ที่อยูในเซต K จะได
สมมติฐานที ่2.3.1  a + 0 = a
สมมติฐานที ่2.3.2  a ⋅ 1 = a

สมมติฐานที ่2.4 กฎการสลับท่ี

กฎการสลับท่ี (commutative laws) สํ าหรับทุก ๆ คาของ a และ b ที่อยูในเซต K
สมมติฐานที ่2.4.1  a + b = b + a
สมมติฐานที ่2.4.2  a ⋅ b = b ⋅ a
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_
a

_
a

สมมติฐานที ่2.5 กฎการจัดหมู

กฎการจัดหมู (associative laws) สํ าหรับทุก ๆ คาของ a และ b ที่อยูในเซต K
สมมติฐานที ่2.5.1  a +( b+c) = (a+b)+c
สมมติฐานที ่2.5.2  a ⋅ (b⋅c) = (a⋅b) ⋅ c

สมมติฐานที ่2.6 กฎการกระจาย

กฎการกระจาย (distribute laws) สํ าหรับทุก ๆ คาของ a และ b ที่อยูในเซต K
สมมติฐานที ่2.4.1  a + (b⋅c) = (a+b) ⋅ (a+c)
สมมติฐานที ่2.4.2  a ⋅ (b+c) =   (a ⋅ b) + (a ⋅ c)

สมมติฐานที ่2.7 กฎของสวนเติมเต็ม

กฎของสวนเติมเต็ม (complement law) สํ าหรับทุก ๆ คาของ a ที่อยูในเซต K จะ
มี           ท่ีอยูในเซต K และท ําให
สมมติฐานที ่2.7.1  a +      = 1
สมมติฐานที ่2.7.2  a ⋅ 1 = 0

2.3 ฟงกชันบูลีน

ฟงกชันบูลีน (function boolean) เปนฟงกชันที่เกี่ยวของกับเซต K = {0,1} และ 3 ตัว
ดํ าเนินการของพีชคณิตของบูลีน ซึ่งคลายกับตัวดํ าเนินการทางตรรกศาสตร โดยแสดงการเปรียบเทียบ
ได ดังตารางท่ี 2.1 ตัวดํ าเนินการบูลีนมี 3 ชนิดคือ
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2.3.1!สวนเติมเต็ม

สวนเติมเต็ม (complement) เปนตัวดํ าเนินการท่ีคลายกับตัวดํ าเนินการนิเสธ
ของตรรกศาสตร จะทํ าหนาท่ีกลับคาของบูลีนใหตรงกันขามกับคาท่ีมี สวนเติมเต็มของ a เขียนแทน

ดวย a  กํ าหนดคาสวนเติมเต็มของ 0   1
_
=  และ  1   0 =

2.3.2!ผลรวมบูลีน

ผลรวมบูลีน (boolean sum) เปนตัวดํ าเนินการท่ีคลายกับตัวดํ าเนินการตัวเช่ือม
หรือของตรรกศาสตร ซึ่งจะใหคาเท็จ (0) ก็ตอเมื่อตัวแปรทั้ง 2 ตัวมีคาเปนเท็จ (0) ท้ังคู นอกน้ันจะเปน
จริง (1) ท้ังหมดแทนดวยเคร่ืองหมาย + หรือ OR กํ าหนดคาผลรวมบูลีนไดเปน 1+1 = 1, 1+0 = 1, 
0+1 = 1 และ  0+0 = 0

2.3.3!ผลคูณบูลีน

ผลคูณบูลีน (boolean product) เปนตัวดํ าเนินการท่ีคลายกับตัวดํ าเนินการตัว
เชือ่มหรือของตรรกศาสตร ซึ่งจะใหคาจริง (1) ก็ตอเมื่อตัวแปรทั้ง 2 ตัวมีคาเปนจริง (1) ท้ังคู นอกน้ัน

จะเปนเท็จ (0) ท้ังหมดแทนดวยเคร่ืองหมาย · หรือ AND กํ าหนดคาผลคูณบูลีน ไดเปน  1·1 = 1, 

1·0 = 0, 0·1 = 0 และ 0·0 = 0

ตารางที่ 2.1 แสดงตัวดํ าเนินการบูลีนเทียบกับตัวดํ าเนินการตรรกะ
ตวัดํ าเนินการบูลีน ตวัด ําเนินการตรรกะ
Complement – ~,¬

Sum  +
Product  ⋅⋅⋅⋅ ∧

∨
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ตัวอยางที ่2.1 จงหาคาของ 1····0 + )10( +

วิธีทํ า 1·0+ )10( +  = 0+
_
1

= 0+0
 = 0 ❙

2.4 นิพจนบูลีน

ในนิพจนบูลีนมีตัวดํ าเนินการปนกัน ถาไมมีเคร่ืองหมายวงเล็บกํ าหนดใหกระทํ าการใด
กอนหลัง ในดํ าเนินการเรียงล ําดับคือ ทํ าสวนเติมเต็มกอน จากน้ันทํ าผลคูณ และทายสุดจึงท ําผลบวก
ของบูลีน โดยสามารถเขียนฟงกชันบูลีนดวยนิพจนบูลีนจํ าเปนตองประกอบดวยคาคงท่ีของบูลีน      
ตัวแปรบูลีน และตัวดํ าเนินการบูลีน

นิยามท่ี 2.1 กํ าหนดให  B = {0,1} ตัวแปร x จะเรียกวาตัวแปรบูลีน ถา x มีคาที่เอามาจาก B เทา
น้ัน ฟงกชันบูลีนของกํ าลัง n จะเปนฟงกชันจาก Bn→B  เมื่อ

Bn = {(x1, x2, x3,…, xn) | x1∈  B, 1 ≤ i ≤ n}

นิยามท่ี 2.2 นิพจนบูลีนสามารถกํ าหนดแบบเวียนเกิด (recursive) ดังน้ี 0, 1, x1, x2, x3,…, xn

เปนนิพจนบูลีน (xi เปน ตัวแปรบูลีน)
ถา E1 และ E2 เปนนิพจนบูลีนแลว
E 1 , (E1 E2) และ (E1+E2) จะเปนนิพจนบูลีนดวย

ฟงกชันบูลีนสามารถจะแทนดวยนิพจนบูลีนซึ่งสรางมาจากตัวแปรบูลีน และ ตัว
ดํ าเนินการบูลีน (Johnsonbaugh,1984, p.260)



พีชคณิตบูลีน42

ตัวอยางที ่2.2 จงหาคาของฟงกชันบูลีนซึ่งแทนดวย  F(x,y, z)  =  xy + z
วิธีทํ า คาของฟงกชันบูลีน แสดงไดดังตารางท่ี 2.2 ❙❙❙❙

ตารางที ่2.2  ฟงกชันบูลีนแทนดวย  F(x,y, z)  =  xy + z

x y z xy z xy + z
1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

1
1
0
0
0
0
0
0

0
1
0
1
0
1
0
1

1
1
0
1
0
1
0
1

ฟงกชันบูลีน  F และ G ของตัวแปร n จะเทากัน ก็ตอเม่ือ F(b1…,bn) = G(b1…bn)
นิพจนบูลีน F และ G จะสมมูลกัน ก็ตอเม่ือ F , G แทนดวยฟงกชันเดียวกัน ตัวอยางเชน xy, xy+0,

xy·1 จะสมมูลกัน

สวนเติมเต็ม ของ F คือ F  กํ าหนดดังน้ี
)x,...,x(F)x,....,x(F n1n1 =

ผลรวมบูลีน ของ F และ G คือ F+G

ผลคูณบูลีน ของ F และ G คือ F·G
(F+G)(x1…xn)  =  F(x1…xn)+G(x1…xn)
(FG)(x1…xn)  =  F(x1…xn)G(x1…xn)
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ตัวอยางที ่2.3 จะมีจํ านวนฟงกชันบูลีนที่ตางกันทั้งหมดจ ํานวนเทาไร ถาเปนดีกรี f
วิธีทํ า F ดีกรี n  จะม ีn ตัวแปร แตละตัวแปรสามารถจะกํ าหนดคา 0,1

  ∴ จะมีคา n แตกตางกัน 2n  คา

 ∴  ฟงกชันบูลีน จะมีคาไดท้ังหมด 
n22 คาท่ีแตกตางกัน

ดังตารางท่ี 2.3
ตัวอยางฟงกชันบูลีนของกํ าลัง 2
มี F ได 16 รูปแบบต้ังแต 0000….1111 ❙

ตารางที ่2.3 แสดงจ ํานวนของบูลีนฟงกชันดีกรี n

กํ าลัง จํ านวน
1
2
3
4
5
6

2
16

256
65,536

4,294,967,296
18,446,744,073,709,551,616

ที่มา (Rosen, 1995, p.611)
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ตารางที่ 2.4 แสดงคุณสมบัติของบูลีน
คุณสมบัติ ช่ือเรียก

x   =  x กฎทวิสวนเติมเต็ม

x+x=x
x·x=x

กฎการกระทํ าเอง

x+0=x
x·1=x

 กฎเอกลักษณ

x+1=1
x·0=0

กฎการครอบงํ า

x+y=y+x
xy = yx

กฎการสลับท่ี

x+(y+z) = (x+y)+z
x(yz) = (xy)z

กฎการจัดหมู

x+yz = (x+y)(x+z)
x(y+z) = xy+xz

กฎการกระจาย

yxxy +=
yyx x=+

กฎเดอมอแกน

ที่มา (Rosen, 1995, 612)
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ตัวอยางที ่2.4    จงหาแสดงวากฎการกระจาย x(y+z)=xy+xz ถูกตอง
วิธีทํ า โดยใชการตรวจสอบทุกคา ท่ีเปนไปไดของ x,y,z  ซึ่งจะม ี 23 = 8 กรณี

แสดงดังตารางท่ี 2.5  โดย  x(y+z)=xy+xz  พิจารณาจากคาในสดมภที่
4 และ 5 ❙❙❙❙

ตารางที่ 2.5 แสดงกฏการกระจาย x(y+z)=xy+xz

x y z x(y+z) xy+xz
1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

1
1
1
0
0
0
0
0

1
1
1
0
0
0
0
0

  
ตัวอยางที ่2.5 จงพิสูจนกฎการดูดซับ ของ  x(x+y)=x

วิธีทํ า x(x+y)   =  (x+0)(x+y)

=  x+0·y

=  x+y·0
=  x+0
=  x ❙
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ตัวอยางที ่2.6 จงพิสูจนกฎการดูดซับของ x+xy=x

วิธีทํ า x+xy   =  (x·1)(x·y)
=  x(y+1)

=  x·1
=  x ❙

2.5 ดิวอัลลิตี

ดิวอัลลิตี (duality) เปนกฎที่มีความส ําคัญในพีชคณิตบูลีน ใชหลักการแทนตัวดํ าเนินการ
ผลรวมบูลีน (+) ดวยผลคูณบูลีน (⋅) แทนผลคูณบูลีนดวยผลรวมบูลีน และแทน 1 ดวย 0 แทน 0 ดวย 
1  ของนิพจนบูลีน ดิวอัลลิตีของฟงกชันบูลนี F เขียนแทนดวย Fd และถา F = G  แลว  Fd  =  Gd

ตัวอยางที ่2.7 จงหาดิวอัลลิตีของ x(y+0) และ )(1 zyx ++⋅

วิธีทํ า ดิวอัลลิตีของ x(y+0)  คือ x+(y·1)
ดิวอัลลิตีของ )(1 Zyx ++⋅  คือ )()0( zyx ⋅⋅+ ❙

ตัวอยางที ่2.8 จงพิสูจนกฎการดูดซับโดยใชหลักการดิวอัลลิตี
วิธีทํ า x(x+y)  =  x

หาดิวอัลลิตีท้ัง 2 ขาง

x + x·y  =  x ❙

ทฤษฎบีทท่ี 2.1 กฎการกระทํ าเอง
ทฤษฎบีทท่ี  2.1.1  a + a = a
ทฤษฎบีทท่ี  2.1.2  a ⋅ a = a
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พิสูจนท่ี 2.1 ในที่นี้จะพิสูจนทฤษฎีบทที่ 2.1.1 หรือ 2.1.2 ขอใดขอหนึ่งแลว ใชทฤษฎีของ       
ดิวอัลลิตี พิสูจนขอที่เหลือในทฤษฎีจะพิสูจนขอที่ 2.1.1 ดังน้ี
a+a = a+a

= (a+a) ⋅ 1 สมมติฐานท่ี 2.3.2
= (a+a) (a+ a ) สมมติฐานที ่2.7.1
= a+a a สมมติฐานที ่2.6.1
= a+0 ⋅ 1 สมมติฐานที ่2.7.1
= a สมมติฐานท่ี 2.3.1

สามารถพิสูจนตามทฤษฎีบทที ่2.1.1 วา a+a = a ได กรณีทฤษฎบีทท่ี 2.1.2 ก็หา 
ดิวอัลลิตี ของ a+a ได a ⋅ a และ ดิวอัลลิตีของ a คือ a ฉะน้ันได a+a = a ตาม
ทฤษฎีบทท่ี 2.1.2 หรือหากจะพิสูจนโดยตรงก็ทํ าได ดังน้ี
a⋅a = a⋅a

= a⋅a+0 สมมติฐานที ่2.3.2
= a⋅a+(a+ a ) สมมติฐานที ่2.7.2
= a(a+ a ) สมมติฐานที ่2.6.2
= a⋅1 สมมติฐานที ่2.7.2
= a สมมติฐานที ่2.3.2

ทฤษฎบีทท่ี 2.2 กฎเอกลักษณ
ทฤษฎบีทท่ี 2.2.1 a+1 = 1
ทฤษฎบีทท่ี 2.2.2 a⋅0 = 0
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พิสูจนท่ี 2.2 พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.2.1 ไดดังน้ี
a+1 = a+1

= (a+1) ⋅1 สมมติฐานที ่2.3.2
= 1⋅(a+1) สมมติฐานที ่2.4.2
= (a+1) (a+ a ) สมมติฐานที ่2.7.1
= a+ a ⋅1 สมมติฐานที ่2.6.1
= a+ a สมมติฐานที ่2.3.2
= 1

ได a+1 = 1 ตามตองการ เม่ือใชทฤษฎีของดิวอัลลตีิกับทฤษฎีบทท่ี 2.2.1 ก็จะ
สามารถพิสูจนทฤษฎีบทที ่2.2.2 ได

กอนจะกลาวถึงทฤษฎีตอไป สามารถสรุปเก่ียวกับคา 1 และ 0 จากสมมติฐานและ
ทฤษฎีกลาวมาจนขณะนี้ได คือ

a+0 = 0 a+1 = 1
a⋅0 = 0 a⋅1 = 1
0 = 1 1 = 0

ดูจากตารางขางบนจะเห็นวาตัวดํ าเนินการ ⋅ (แอนด) น้ันก็เหมือนกับการคูณเลข
ธรรมดาท่ัว ๆ ไป แตตัวดํ าเนินการ + (ออร) น้ันจะตางไปจากการบวกเลขท่ัว ๆ ไป

ทฤษฎบีทท่ี 2.3 กฎการดูดซับ
ทฤษฎีบทที ่2.3.1 a+ab = a
ทฤษฎีบทที ่2.3.2 a(a+b) = a
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พิสูจนท่ี 2.3 พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.3.1
a+ab = a+ab

= a⋅1+ab สมมติฐานท่ี 2.3.2
= a(1+b) สมมติฐานท่ี 2.6.2
= a(b+1) สมมติฐานท่ี 2.4.2
= a⋅1 ทฤษฎบีทท่ี  2.2.1
= a สมมติฐานท่ี 2.3.2

ในการพิสจูนทุกทฤษฎี กระท ําไดโดยการคิดวา สมาชิก a ในทฤษฎีบทท่ี 2.9 น้ัน
เปนสมาชิกอ่ืน ๆ เชน a+1 = 1, b+1 = 1, x+1 = 1 หรือ z+1 = 1

ทฤษฎบีทท่ี 2.4
ทฤษฎีบทที ่2.4.1  a+ a b = a+b
ทฤษฎีบทที ่2.4.2  a( a +b) = ab

พิสูจนท่ี 2.4 พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.4.2
a( a +b) = a( a +b)

= a a +ab สมมติฐานท่ี 2.6.2
= 0+ab สมมติฐานท่ี 2.7.2
= ab+0 สมมติฐานที ่2.4.1
= ab สมมติฐานท่ี 2.3.1

การนํ าเอาทฤษฎีนี้ไปใชงานนี ้พจนทั้ง 2 ในนิพจนจะตองประกอบดวยคาปกติของ
ตัวแปรพจนหน่ึง และอีกพจนหน่ึงเปนคาท่ีประกอบข้ึนจากคาตรงกันขาม ดังตัวอยางนิพจนตอไปน้ี
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(1) xyzxy + =  xy+z             ทฤษฎีบทท่ี 2.4.1
(2) xyx + = xyx +             สมมติฐานที ่2.4.2

= yx + ทฤษฎีบทท่ี 2.4.1
(3) ))(( apzxx ++ = )( apxz + ทฤษฎีบทท่ี 2.4.2
(4) axazxx +++ )( = azazx ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.4.2

= zazx ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.4.1
= zxza ++             สมมติฐานที ่2.4.1
= xzza ++             สมมติฐานที ่2.4.2
= za + ทฤษฎีบทท่ี 2.3.1

ทฤษฎบีทท่ี 2.5 กฎของเดอมอรแกน
ทฤษฎีบทที ่2.5.1    ba +    =  ba
ทฤษฎีบทที ่2.5.2    ab        =  ba +

พิสูจนท่ี 2.5 แทนการพิสูจนโดยตรง ใชวิธีการตอไปน้ี จากทฤษฎบีทท่ี 2.5.1
ถา x = a+b
ฉะนั้น x = ba + สมมติฐานที ่2.7
และ xx ⋅ = 0 , xx + = 1

หากมี Y และสามารถพิสูจนไดวา yx ⋅ = 0 และ yx + =1 แลวจะไดวา xy =
สมมติวา bay = หาคา yx +  และ yx ⋅

yx ⋅ = ))(( baba + สมมติฐานที ่2.2
= ))(( baba + สมมติฐานที ่2.4.2
= bbaaba )()( + สมมติฐานที ่2.6.2
= bbabaa )()( + สมมติฐานที ่2.4.2
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= )()( bbabaa + สมมติฐานที ่2.5.2
= 00 ⋅⋅ + ab สมมติฐานที ่2.7.2, 2.4.2
= 00 + ทฤษฎีบทท่ี 2.2.2
= 0 สมมติฐานที ่2.3.1

yx + = )()( baba ++ สมมติฐานที ่2.2
= )()( baab ++ สมมติฐานที ่2.4.1
= )( baab ++ สมมติฐานที ่2.5.1
= )( bab ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.4.1
= bba ++ )( สมมติฐานที ่2.4.1
= )( bba ++ สมมติฐานที ่2.5.1
= )( ba b ++ สมมติฐานที ่2.5.1
= 1+a สมมติฐานที ่2.7.1
= 1 ทฤษฎีบทท่ี 2.2.1

ฉะนั้น ได y  = x
หรือ ab = ba +

ทฤษฎบีทท่ี 2.6 สามารถขยายเปนนิพจนท่ีประกอบดวยตัวแปรหลาย ๆ  ตัว ไดดังน้ี
ทฤษฎีบทที ่2.6.1   zcba ++++ ......   =   zcba ⋅⋅⋅⋅ ..........
ทฤษฎีบทที ่2.6.2   zabc ......................   =   zcba ++++ ...

การพิสูจนก็ทํ าไดเชนเดียวกัน  โดยการสมมติคา y และ x  ท่ีประกอบดวยตัวแปร
ทุกตัวในเอกเพรสชั่นขางบน  ดังเชนตัวอยางการนํ าเอาทฤษฎีบทท่ี 2.4 และ 2.5 ไปใชงาน

(1) yx + = yx ทฤษฎีบทท่ี 2.5.1
= yx กฎทวิสวนเติมเต็ม
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(2) zx = zx + ทฤษฎีบทท่ี 2.5.2
= zx + กฎทวิสวนเติมเต็ม

(3) yzcaa ++ = yzcaa ⋅⋅ ทฤษฎีบทท่ี 2.5.1
= ))(( zycaa ++ กฎทวิสวนเติมเต็ม
= )( zya + ทฤษฎีบทท่ี 2.3.2

ทฤษฎบีทท่ี 2.7 การลดทอน
ทฤษฎีบทที ่2.7.1    bccaab ++      =  caab +

ทฤษฎีบทที ่2.7.2    ))()(( cbcaba +++    =  ))(( caba ++

พิสูจนท่ี 2.7 ในการพิสูจนตอไปน้ี เมื่อใชสมมติฐานที่ 2.4 และ 2.5 จะไมเขียนกํ ากับไว จาก
ทฤษฎีบทท่ี 2.7.1 ดังน้ี

bccaab ++ = bccaab ++

= bccaab ⋅++ 1 สมมติฐานที ่2.3.2
= bcaacaab )( +++ สมมติฐานที ่2.7.1
= bcaabccaab +++ สมมติฐานท่ี 2.6.2
= )()( bcacaabcab +++

= caab + ทฤษฎีบทท่ี 2.3.1

ตัวอยางการนํ าทฤษฎีนี้ไปใชงาน
(1) bcdcdaab ++   = cdaab + ทฤษฎีบทท่ี 2.7.1
(2) )()( wzxwzaxa ++++ = )( wzaax ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.7.1
(3) ))(()( cbcaba ++++   = ))(( caba ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.7.1
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(4) zwwyxzyx +++ )(   = zwwyxzyx +++ + ))( (

ทฤษฎีบทท่ี 2.5.1
  = wyxzyx )()( +++

ทฤษฎีบทท่ี 2.7.1
ทฤษฎบีทท่ี 2.8

ทฤษฎีบทที ่2.8.1     baab + = a
ทฤษฎีบทที ่2.8.2   ))(( baba ++ = a
ทฤษฎีน้ีเปนอีกรูปแบบหน่ึงของสมมติฐานท่ี 2.7 ท่ีใชกันมากจนยอมรับเปนทฤษฎี

พิสูจนท่ี 2.8 พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.8.1
 baab + =  baab + สมมติฐานที ่2.6.2

=  )ba(b + สมมติฐานที ่2.7.1
=  1a⋅ สมมติฐานที ่2.3.2
= a

ทฤษฎบีทท่ี 2.9
ทฤษฎีบทที ่2.9.1   cbaab + = acab +

ทฤษฎีบทที ่2.9.2   ))(( cbaba +++ = ))(( caba ++

ทฤษฎีน้ีเปนรูปแบบหน่ึงของทฤษฎีบทท่ี 2.4

พิสูจนท่ี 2.9  พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.9.1
cbaab + = cbaab +

= c)ba(b + สมมติฐานที ่2.6.2
= )(a cb ++ ทฤษฎีบทท่ี 2.4.1
= acab + สมมติฐานที ่2.6.2
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ทฤษฎบีทท่ี 2.10
ทฤษฎบีทท่ี 2.10.1    caab + = b)a(c)(a ++

ทฤษฎบีทท่ี 2.10.2    ))(( caba ++ = )()( baac +

ทฤษฎีนี้มีประโยชนส ําหรับการเปล่ียนรูปแบบของนิพจนบูลีน จากรูปหน่ึงไปยังอีก
รูปหน่ึง

พิสูจนท่ี 2.10  พิสูจนทฤษฎีบทที ่2.10.1
caab + = caab +

= c))(aba(ab ++ สมมติฐานท่ี 2.6.1
= ))()()(ba(a cbcaa ++++ สมมติฐานท่ี 2.6.1
= ))(()a(1 cbcab +++⋅ สมมติฐานที ่2.7.1
= c)c)(bb)(aa( +++ สมมติฐานที ่2.3.2
= c)b)(aa( ++ ทฤษฎบีทท่ี 2.7.2

ตัวอยางการนํ าเอาทฤษฎีบทท่ี 2.8, 2.9 และ 2.10 ไปใชงาน

(1) cbabca + = ba ทฤษฎบีทท่ี 2.8.1
(2) cbabca + = ca ทฤษฎบีทท่ี 2.8.1
(3) ))(( ZQPP Q +++ = ))(( ZPQP ++ ทฤษฎบีทท่ี 2.9.2

= ZQP + สมมติฐานท่ี 2.6.1
(4) zwwzxzx ++   = zwwzzx ++ ทฤษฎบีทท่ี 2.9.1

= wzx + ทฤษฎบีทท่ี 2.8.1
= ))(( zwwx ++ สมมติฐานท่ี 2.6.1

(5) zwwzxzx ++   = ))()(( yxzxzx +++ ทฤษฎบีทท่ี 2.10.1
= xzx )( + ทฤษฎบีทท่ี 2.8.2
= zw ทฤษฎบีทท่ี 2.4.2
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2.6 การกระจายผลบวกของผลคูณ

การแทนฟงกชันบูลีน เปนการหานิพจนบูลีนซึ่งอยูในรูปผลบวกของนิพจนสั้น  โดยแตละ
นิพจนส้ันแทนแตละกรณีผสมคาตัวแปรท่ีทํ าใหฟงกชันมีคา 1 ซึ่งการแทนฟงกชันบูลีนวิธีนี้เรียกวา การ
กระจายผลบวกของผลคูณ (sum of products expansion หรือ การหา disjunctive normal form) 
(วิทยา วัชระวิทยากุล และ สมชาย ประสิทธิ์จูตระกูล, 2536, หนา 310)

ตัวอยางที ่2.9 จงหานิพจนบูลีน ซึ่งแทนฟงกชัน F(x,y,z) และ G(x,y,z) ซึ่งกํ าหนดคาดังน้ี
วิธีทํ า นิพจนบูลีน แสดงไดดังตารางท่ี 2.6 ❙❙❙❙

ตารางที ่2.6  นิพจนบูลีน แทนฟงกชัน F(x,y,z) และ G(x,y,z)

x y z F G
1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

0
0
1
0
0
0
0
0

0
1
0
0
0
1
0
0

พิจารณา F เปน 1 เมื่อ x = 1 , y = 0 , z = 1  และเปน 0 กรณีอ่ืนๆ
zyx ..   =  1  กรณีเดียว คือ zyx ==   หรือ  x = 1 , y = 0, z = 1

∴ ! F(x,y,z) = zyx .. ❙
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พิจารณา G  เปน 1 เมื่อ x = y=1 , z = 0
              และ x = 0, y = 1, z = 0
อาจจะสรางจากนิพจนบูลีน โดยใชผลรวมบูลีนของ 2 พจน

1=zxy   เมื่อ x = 1, y = 1, z = 0
1=zyx   เมื่อ x = 0 , y = 1 , z = 0

∴ ! G(x,y,z)  = zyxzxy + ❙

นิยามท่ี 2.3 พจนสั้น (minterm) ของตัวแปรบูลีน  x1, x2 ,…,xn เปน B.product y1,y2,…,yn

เมื่อ yi = xi  หรือ ii yx =
สัญพจน (Iiteral) เปนตัวแปรบูลีน หรือสวนเติมเต็มของตัวแปร
พจนสั้น คือผลคูณของ n สัญพจน ซึ่ง 1 สัญพจน สํ าหรับ 1 ตัวแปร
พจนส้ันมีคาเทากับ 1 สํ าหรับการประสมของตัวแปรใด ในการประสมหนึ่งเทานั้น

ตัวอยางที ่2.10 จงหาพจนสั้น ซึ่ง = 1 ถา x1 = x3 = 0 และ x2 = x4 = x5 = 1
วิธีทํ า สํ าหรับ xi คาอื่นๆ

พจนส้ันมีคาเทากับ 1  ก็ตอเม่ือทุกตัวแปร = 1
∴ ! ไดพจนสั้น  = 1  เมื่อ พจนสั้น  =  542 31 xxxxx ❙

ผลรวมของพจนสั้นท่ีแทนฟงกชันจะเรียกวาการกระจายผลบวกของผลคูณของ
ฟงกชันบูลีน

ตัวอยางที ่2.11 จงหาการกระจายผลบวกของผลคูณ สํ าหรับฟงกชัน F(x,y,z) = (x+y) z
วิธีทํ า มีอยู 3 กรณีท่ีกํ าหนดให F = 1

∴ ! จะม ี3 พจนส้ันบวกกัน
∴ ! (x,y,z) = xy z + zyx + zyx แสดงไดดังตารางท่ี 2.7 ❙
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ตารางที่ 2.7  การกระจายผลบวกของผลคูณ สํ าหรับฟงกชัน F(x,y,z) = (x+y) z

x y z (x+y) z
1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

0
1
0
1
0
1
0
0

ทํ านองเดียวกัน  สามารถจะหานิพจนบูลีน โดยการใช B.product ของผลรวมบูลีนซึ่ง  
เรียกวาการกระจายผลคูณของผลบวก (product of sums expansion) หรือการหารูปแบบปกติของ
การเชื่อมกัน (conjunctive normal form) ซ่ึงไดจากตารางคูของการกระจายผลบวกของผลคูณ

2.7 คณุสมบัติการทํ างานสมบูรณแบบ

ฟงกชันบูลีนสามารถจะแสดงในรูปผลรวมบูลีนของพจนสั้น โดยแตละพจนส้ันถูกแสดงเปน
ผลคูณบูลีน ของตัวแปรบูลีน ดังน้ันทุกฟงกชันบูลีนสามารถจะแทนดวยตัวดํ าเนินการบูลีน  +, ⋅, และ

–  ซ่ึงตัวดํ าเนินการท้ัง 3 แบบ {·,+,-} มีคุณสมบัติเปนเซตการทํ างาน สมบูรณแบบอยางไรก็ตาม
เซตการทํ างานสมบูรณแบบสามารถมีขนาดเล็กกวาน้ีได ดวยการแทนตัวดํ าเนินการใดตัวดํ าเนินการ
หน่ึงในเซตขางตนดวยตัวดํ าเนินการท่ีเหลือ โดยใชกฎของเดอมอแกน ดังนิพจนตัวอยางตอไปน้ี

yxyx =+  ซ่ึงสามารถแทนการ + ดวย  ⋅ และ – หรือ

เซต {·,-} มีคุณสมบัติสมบูรณแบบการทํ างาน
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yxxy += ซ่ึงสามารถแทนการ ⋅ ดวย  + และ – หรือ

เซต {+,-} มีคุณสมบัติสมบูรณแบบการทํ างาน

แต {+,·} ไมเปนคุณสมบัติการทํ างานสมบูรณแบบเพราะไมสามารถจะเขียน x)x(F =   

โดยใช + หรือ · ได

อยางไรก็ตาม เซตของการทํ างานสมบูรณแบบขางตนท่ีมีขนาดเล็กเพราะมีเพียงตัวดํ าเนิน-

การดวยตัวดํ าเนินการแนน (NAND) หรือ | ซ่ึงกํ าหนดการทํ างานดังตารางท่ี 2.8

ตารางที่ 2.8 คาตัวดํ าเนินการแนน
x y x y
1
1
0
0

1
0
1
0

0
1
1
1

สามารถจะแสดงไดวาเซต { | }  เปนคุณสมบัติการทํ างานสมบูรณแบบเพราะสามารถแทน

การ ⋅ ดวย  –   ดังน้ันเม่ือมีการสรุปวาเซต {·,-} มีคุณสมบัติการทํ างานสมบูรณแบบแลว { | }  จึงมี
คุณสมบัติการทํ างานสมบูรณแบบเชนกัน พิสูจนไดจากตัวอยางตอไปน้ี

  x  x=x
xy  =  )()( yxyx
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2.8! เกตตรรกะ

ในระบบคอมพิวเตอร อุปกรณตาง ๆ ประกอบดวยวงจรอิเล็กโทรนิกสจํ านวนมาก โดย    
วงจรแตละวงจรไดถูกออกแบบใหทํ างานโดยมีทางสํ าหรับรับคาขอมูลเขาหรือสัญญาณเขา และทาง
สํ าหรับผลลัพธหรือสงสัญญาณออกไปสูวงจรอ่ืน ซ่ึงปกติมักแทนสัญญาณเขาและออกดวยคาของเซต 
{ 0,1 } ดังน้ันจงึสามารถแทนหนาท่ีของวงจรไดดวยพีชคณิตบูลีน โดยมีการแทนการรับเขาดวยตัวแปร 
ของฟงกชันและแทนผลลัพธดวยคาของฟงกชัน โดยใชสวนประกอบพื้นฐานของวงจรท่ีเรียกวาเกต 
(gate) อยางไรก็ตาม ผลลัพธท่ีออกจากเกตข้ึนอยูกับคารับเขาเทาน้ันจะไมข้ึนอยูสถานะเดิมของวงจร
ในลักษณะไมมีหนวยความจ ํา

2.8.1 ประเภทของเกต

เน่ืองจากเซต { +, ·, - } มีคุณสมบัติการท ํางานสมบูรณแบบ ดังนั้นเกตจึงถูกแบง
ตามตัวเนินการในเซตดังกลาว โดยมีการแบงเปน 3 ประเภท คือ ตัวกลับคา ออรเกต และ แอนดเกต

2.8.1.1 ตัวกลับคา (inverter) รับคาเขา 1 ตัวของตัวแปรบูลีนแลวใหผลลัพธออกไป
เปนสวนเติมเต็มของตัวแปรน้ัน

รูปท่ี 2.1 ตัวกลับคา

2.8.1.2 ออรเกต (OR gate)  รับคาเขา 2 ตัวของตัวแปรบูลีนแลวใหผลลัพธออกไป
เปนผลรวมบูลีนของตัวแปรน้ัน ๆ (x+y)

รูปท่ี 2.2 ออรเกต

x x

y
yx +x



พีชคณิตบูลีน60

2.8.1.3 แอนดเกต (AND gate) รับคาเขา 2 ตัว ของตัวแปรบูลีนแลวใหผลลัพธออก
ไปเปนผลคูณบูลีนของตัวแปร 2 ตัวน้ัน (x⋅y)

รูปท่ี 2.3 แอนดเกต

หมายเหต ุ แอนดเกต และออรเกต อาจจะรับคาเขามากกวา 2 ตัวได

2.8.2 การประสมของเกต

การประสมของเกต (combination of gates) อาจจะนํ าเกตหลาย ๆ ตัว มาตอกัน 
เพื่อใหทํ างานมากขึ้น ดังตัวอยางท่ี 2.12 จนถึงตัวอยางท่ี 2.14

ตัวอยางท่ี 2.12 จงออกแบบวงจร ซึ่งใหผลลัพธ  )zy(x +
วิธีทํ า แสดงผลลัพธดังรูปที่ 2.4 ❙

รูปท่ี 2.4 วงจร )zy(x +

x
y

xy

x
y

z z

x

zy + zy +
)( zyx +
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ตัวอยางท่ี 2.13 คณะกรรมการประกอบดวย 3 คน แตละคนจะตอบ “ใช” หรือ ”ไม” เทาน้ัน ผลการ   
ลงคะแนนจะชนะ ก็ตอเม่ือมีอยางนอย 2 คนลงคะแนนให จงออกแบบวงจรท่ีใช
ตรวจสอบวาผลการลงคะแนนวาผานหรือไม
วิธีทํ า กํ าหนดใหการลงคะแนน  ใช   =  1

             ไม  =  0
การลงคะแนนจะผานถามีอยางนอย 2 คนลงคะแนนให
อาจจะเปนกรณีใดกรณีหนึ่ง คือ
x,y  ลงคะแนน ใช ผลที่ได     = 1
x,z  ลงคะแนน ใช ผลที่ได     = 1
y,z  ลงคะแนน ใช ผลที่ได     = 1
x,y,z ลงคะแนน ใช ผลที่ได     = 1
ดังน้ันวงจรจะเก่ียวของกับผลท่ีไดและการบวก น่ันคือ xy+xz+yz
(เพราะกรณีใดกรณีหน่ึงเกิดข้ึนก็ได) ❙

ตัวอยางท่ี 2.14 การควบคุมการเปดปดไฟดวงเดียวกัน อาจจะมีสวิตชอยูตามท่ีตาง ๆ เชน ช้ันบน
กับชั้นลาง สวิตชแตละตัวก็สามารถจะเปดปดไฟไดอยางอิสระ จงออกแบบวงจร 
ซึ่งมีสวิตช  2 ตัวควบคุมไฟดังกลาว
วิธีทํ า มีสวิตช 2 ตัวคือ x,y

ให  F(x,y) = 1 ไฟติด (ติด = 1 และดับ = 0)
ถาเลือก F(1,1)  = 1  (x และ y  = ไฟติด)

         ∴   ถาปด   x  ไฟตองดับ    น่ันคือ F(0,1) = 0
               หรือปด   y  ไฟตองดับ  น่ันคือ F(1,0) = 0

ขณะที่ไฟดับ การเปดปด x y จะตองไดไฟติด จะได 2 สถานะ
คือ F(1,1)  หรือ F(0,0)=1 แสดงดังตารางท่ี 2.9
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       ∴   จะไดตารางคา F (ตารางที่ 2.9) ท่ีตองการคือ  F(x,y)  จะมีพจนสั้น 
2 พจนบวกกัน

∴  F(x,y) = xy+ yx ❙

ตารางที ่2.9 แสดงคาความจริงของ xy+ yx
x y F(x,y)
1
0
1
0

1
1
0
0

1
0
0
1

ถาขยายการควบคุมไฟเปน 3 จุดโดยสวิตช x,y,z ตองหา  F(x,y,z)
ถาให  F(1,1,1)  = 1 (ไฟติด) ขณะไฟติด การปดตัวใดตัวหน่ึงไฟตองดับ
∴  F(0,1,1)  =  F(1,0,1)  =  F(1,1,0)  =  0
ขณะไฟดับ การเปล่ียนสถานะของสวิตชตัวใดตัวหน่ึงไฟตองติด
∴  F(0,0,1)  =  F(1,0,0)  =  F(0,1,0)  =  1 ดังตารางท่ี 2.10
ถาเปล่ียนสถานะของ Z เปน 0 ไฟตองดับ
∴  F(0,0,0)  =  0
ไดตารางคาของ F คือ F(x,y,z) =  xyz+x zy +x zy + zyx ❙
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ตารางที่ 2.10 แสดงคาความจริงของ xyz+x zy +x zy + zyx

x y z F(x,y,z)
1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

1
0
0
1
0
1
1
0

2.8.3 วงจรบวก

ในระบบคอมพิวเตอรท่ัวไปจะแทนเลขจํ านวนเต็มดวยเลขฐานสอง ดังน้ันวงจรบวก
เลขฐานสองจึงมีใชในหนวยประมวลผล หากพิจารณาจากการสรางวงจรใชในการบวก x กับ y  เมื่อ
กํ าหนดให

 x,y  =  




1
0
ผลลัพธ     = C  และ S

เมื่อ   S     = บิตผลรวม
            C     = บิตตัวทด

วงจรบวกแบงการออกแบบวงจรเปน 2 รูปแบบคือวงจรตัวบวกคร่ึง (half adder) 
และวงจรตัวบวกเต็ม (full adder)

2.8.3.1 ตัวบวกคร่ึงเปนการเร่ิมตนการออกแบบวงจรดวยการบวก 2 บิต โดยไม
คํ านึงถึงตัวทดจากการบวกกอนหนาน้ี จากตารางที ่2.11 จะได C  =  xy และ     S  = yxyx +  หรือ  
S = (x+y) )(xy
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ตารางที่ 2.11 ตารางความสัมพันธของขอมูลเขาและออกจากวงจรตัวบวกคร่ึง

Input output
x y S C
1
1
0
0

1
0
1
0

0
1
1
0

1
0
0
0

2.8.3.2 ตัวบวกเต็มจะตองคํ านึงถึงตัวทดดวยคารับเขา สํ าหรับตัวบวกเต็มประกอบ
ดวย x,y และตัวทด CI สวนผลลัพธจะไดจากการบวกบิต S และตัวทด Ci+1 โดย               S = 

iiii CyxCyxCyxxyC +++  และ  Ci+1  =  iiii yCxCyxCxyxyC +++  มีคาดังตารางที ่2.12

ตารางที่ 2.12 ตารางความสัมพันธของขอมูลเขาและออกจากวงจรตัวบวกเต็ม

x y Ci S Ci-1

1
1
1
1
0
0
0
0

1
1
0
0
1
1
0
0

1
0
1
0
1
0
1
0

1
0
0
1
0
1
1
0

1
1
1
0
1
0
0
0

จากฟงกชันบูลีนขางตน สามารถเขียนรูปวงจรได โดยพิจารณาการสรางตัวบวกเต็ม และ
ตัวบวกคร้ัง จาก โดยใชตัวบวกคร่ึงเพ่ือบวก 3 บิต ดังรูปท่ี 2.5



พีชคณิตบูลีน 65

(x2 x1 x0)2+(y2 y1 y0) 2            (S3S2S1S0) 2

รูปท่ี 2.5 รูปวงจรตัวบวกเต็มและตัวบวกคร่ึงจากการบวก 3 บิต

2.8.4 การลดรูปวงจร

ประสิทธิภาพของวงจร ข้ึนอยูกับจํ านวนเกตและการจัดรูปวงจร โดยวงจรท่ีมีจํ านวน
เกตดํ าเนินการนอยจะเสียคาใชจายนอย และมักจะใชเน้ือท่ีนอยตามไปดวย ดังนั้นจึงตองคํ านึง
ถึงการลดรูปวงจร โดยพิจารณาจากนิพจนบูลนีของฟงกชันบูลีนท่ีใชในการออกแบบวงจร หาก
รวมนิพจนบางนิพจนผลบวกของผลคูณได จะทํ าใหมีประโยชนในการลดรูปของวงจรไดเชนกัน 
พิจารณาไดจากตัวอยางนิพจนบูลีนตอไปนี้

xyz+ zyx  = yy + (xz)

=  1 ·(xz)
=  xz

ซึ่งแสดงใหเห็นวาฟงกชัน xyz+ zyx   และ xz  ใหผลลัพธเหมือนกัน สามารถแสดงแบบ   
วงจร ไดดังรูปท่ี 2.6

Half
adder

Full
adder

Full
adder

x0
y0

x1

y1

x2

y2

c0

ci

s0

s1

s2

s3 = c3
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รูปท่ี 2.6 วงจร 2 แบบแตใหผลเหมือนกัน

2.8.4.1 แผนภาพคารนอจ (Karnaugh map) เปนวิธีการพื้นฐานที่นิยมใชทั่วไปใน
การลดรูปนิพจนบูลีน โดยใชหลักการทางกราฟก ประกอบดวยการใชตาราง 2 มิติ โดยแตละสดมภ
ระบุชื่อนิพจนสั้น แตละแถวระบุตัวแปรบูลีน ซึ่งถาพจนสั้นท่ีเกิดจากผลคูณของตัวแปรในแถวและ
สดมภ ปรากฎในนิพจนบูลีนก็จะใส 1 ไวในตํ าแหนงท่ีสอดคลองกัน ดังตัวอยางท่ี 2.15 แผนภาพ    
คารนอจสํ าหรับ 2 ตัวแปร

ตัวอยางท่ี 2.15 การลดรูปนิพจนบูลีนดังรูปท่ี 2.7
   y        y   y         y   y         y y        y

xy yx x 1 x 1 x 1

yx yx x 1 x 1 x 1 1

               yxxy +  yxyx +        yxyxyx ++

รูปท่ี 2.7 การจัดกลุมการลดรูปท่ีตอกัน

การลดรูปนิพจนบูลีนโดยใชแผนภาพคารนอจ ทํ าไดโดยจัดกลุมการลดรูปท่ีตอกัน (ตางกัน
เพียง 1 สัญพจน) ดังตัวอยางท่ี 2.16 และตัวอยางท่ี 2.17

x

x

xy
z

x
y
z

y zyx

xyz

zyxxyz+

x
z xz
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ตัวอยางท่ี 2.16 ใชแผนภาพคารนอจลดรูปวงจรจากรูปที ่2.8

    y                  y y       y

                  x            x                 x
yxxy +        yxyx +                        yxyxyx ++                          

⇓ ⇓     ⇓
                 y         yxyx +   yx +           ❙

รูปท่ี 2.8 การลดรูปนิพจนบูลีนโดยใชแผนภาพคารนอจ

ตัวอยางท่ี 2.17 แผนภาพคารนอจ สํ าหรับ 3 ตัวแปรดังรูปท่ี 2.9

               yz        y z           zy         y z

xyz zxy zyx zyx
xyz zyx zyx zyx

รูปท่ี 2.9 แผนภาพคารนอจสํ าหรับ 3 ตัวแปร

ส่ีเหล่ียมท่ีติดกัน 2 อัน     สามารถรวมเปน ผลคูณของสัญพจน 2 ตัว
ติดกัน 4 อัน  (2x2, 4x1)    สามารถรวมเปน สัญพจนเดียว
ติดกัน 8 อัน    สามารถรวมเปน ไมมีสัญพจน และฟงกชัน

การใชแผนภาพคารนอจเพื่อรวมกลุมของพจนใหมากที่สุดเทาที่จะท ําได เพื่อใหมีปริมาณพจนนอยลง

x x x1

1

1

1

1

11

x

x

xyz zyx

zyxzxy

yzx
zyx zyx

zyx

สี่เหลี่ยม จะอยูติดกัน ถา
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ตัวอยางท่ี 2.18 จงใช แผนภาพคารนอจลดรูปนิพจนบูลีนตอไปนี้
วิธีทํ า

a)! zyxyzxzyxzxy +++

                          yz   zy     zy       zy
1 1

1 1

∴ทํ าใหอยูรูปแบบงายไดเปน yzxzyzx ++

b)! zyxzyxyzxzyxyzx ++++

                          yz   zy     zy       zy
1 1

1 1 1

        ∴ทํ าใหอยูรูปแบบงายไดเปน zxy +

c)! zyxzyxyzxzyxzyxzxyxyz ++++++

                          yz   zy     zy       zy
1 1 1 1
1 1 1

      ∴ทํ าใหอยูรูปแบบงายไดเปน zyx ++

x

x

x

x

x

x
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2.8.1.2 หลกัการของควินแมคคลัสคี  (the Quine–McCluskey method) เปนอีก
วิธีการหนึ่งที่ใชในการลดรูปนิพจนของฟงกชันบูลีน ถูกคิดคนในป ค.ศ. 1950 โดย วิวลารด แวน ควิน 
(Willard Van Quine) และ เอ็ดเวิรด เจ แมคคลัสคี (Edward J. McCluskey) (Rosen, 1995, p.638)
หลักการของควินแมคคลัสคีประกอบดวย 2 สวนคือ สวนท่ีหน่ึงคือการหาพจนท่ีเปนตัวเลือกเพ่ือรวม
ผลผลิตของบูลีนยอย ๆ และสวนท่ีสองคือการตัดสินใจวาผลผลิตบูลีนใดถูกใชแนนอน ตัวอยางของ
การทํ างานแสดงดังตัวอยางท่ี 2.19

ตัวอยางท่ี 2.19 หลักการของควินและแมคคลัสคี ในการลดรูป zyxzyxyzxzyxxyz ++++
วิธีทํ า
1.! ข้ันแรกแทนดวยสายของบิต เชน กํ าหนดใหเปน 1 เมื่อ x มีผลบวก และ
กํ าหนดเปน 0 เมื่อ x มีผลตาง เปนตน จากน้ันจัดกลุมตามจํ านวนของบิต 1 
โดยพจนที่จะสามารถรวมกันไดจะมีจ ํานวนบิต 1 ตางกันอยู 1 เสมอ ดัง     
ตารางที่ 2.13

ตารางที่ 2.13 การแทนพจนส้ันดวยสายของบิต

พจนสั้น สายของบิต จํ านวนนับบิต 1
xyz 111 3

zyx 101 2
yzx 011 2
zyx 001 1
zyx 000 0

2.! ขั้นท่ี 2 ใหจัดกลุมทีละ 2 พจนส ําหรับพจนท่ีไดรับการจัดกลุมใด ๆ เปนการ
ลดรูปนิพจน
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3.! ขั้นท่ี 3 พิจารณาพจนส้ันของผลคูณทุกตัวแปรท่ีเกิดจากการจัดกลุมในขอ 2 
โดยสรางตารางซึ่งแถวจะบรรจุพจน และแตละสดมภก ําหนดดวยนิพจนท่ีถูก
จัดกลุมในแตละลํ าดับและพจนท่ีเหลืออยูท่ียังไมใชรวมนิพจนในข้ันตอนกอน
หนาน้ี ดังตารางท่ี 2.14

ตารางที่ 2.14 การลดรูปนิพจนดวยหลักการของควินและแมคคลัสคี

ข้ันท่ี 1 ข้ันท่ี 2 ข้ันท่ี 3
พจน สายของบิต พจน สายของบิต พจน สายของบิต

1     xyz 111 (1,2)    xz 1 - 1 (1,2,3,4)     z - -1
2     zyx 101 (1,3)    yz - 1 1
3     yzx 011 (2,4)    zy - 0 1
4     zyx 001 (3,4)    zx 0 - 1
5    zyx 000 (4,5)    yx 0 0 - (4,5)           yx 00 -
หมายเหตุ ‘-‘ หมายถึง คาท่ีหายไป

นิพจนของพจนสั้นจะเปนผลบวกของผลคูณในนิพจนเดิมที่ไมมีการลดรูปนิพจน
∴   ไดนิพจนของพจนสั้น  = z+ yx

2.9 สรุป

 เน่ืองจากระบบดิจิทัลทํ างานเปนไปตามกฎทางตรรกศาสตร ซ่ึงสอดคลองกับหลักการทาง
คณิตศาสตรที่วาดวยตัวแปรที่ม ี 2 คาคือ 1 และ 0 ที่เรียกวาพีชคณิตบูลีน สามารถนํ าเอาเซตของ
นิพจนบูลีนมาจัดเพื่อแทนวงจรทางอิเล็กทรอนิกส และหากวงจรมีขนาดใหญและสลับซับซอนก็
สามารถลดรูปวงจรท่ีทํ างานสมบูรณแบบลงมาเปนวงจรขนาดเล็กลงแตยังทํ างานใหผลลัพธเหมือนกัน
ไดโดยอาศัยแผนภาพคารนอจ หรือหลักการของควินและแมคคลัสคี



พีชคณิตบูลีน 71

2.10 แบบฝกหัดทายบท

1.! จงพิสูจนกฎการดูดซับ x+xy = x โดยใชสมมติฐานของบูลีน

2.! จงหาจํ านวนของฟงกชันบูลีนท่ีแตกตางกันของ )z,y,x(F  ซึ่ง )z,y,x(F = )z,y,x(F
สํ าหรับทุกคาของตัวแปรบูลีน x,y, และ z

3.! หาคาผลรวมของสวนขยายของฟงกชันบูลีนตอไปนี้

3.1! zyx)z,y,x(F ++=

3.2! y)zx()z,y,x(F +=

3.3! x)z,y,x(F =

3.4! yx)z,y,x(F =

4.! หาผลรวมของบูลีนที่มี x หรือ x , y หรือ y  และ z หรือ z  ท่ีมคีา 0 ถากํ าหนดคาดังน้ี
4.1! x = y = 1, z = 0
4.2! x = y = z = 0
4.3! x = z = 0, y = 1

5.! จงสรางวงจรจาก  ตัวกลับคา, แอนดเกต และ ออรเกต ที่จะไดผลลัพธดังตอไปนี้

5.1! yx +
5.2! x)yx( +

5.3! zyxxyz +
5.4! )zy)(x( Z ++
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6.! จงเขียนแผนภาพคารนอจของฟงกชัน 3 ตัวแปร โดยใส 1 ในตารางสี่เหลี่ยมที่แทน zyx

7.! สมมติใหสมาคมมีสมาชิก 5 คน แตสมชายและสมศักด์ิมักโหวตตรงขามกับสมศรี จง
ออกแบบวงจรท่ีใชในการโหวตของสมาคมใชความสัมพันธระหวางการโหวต
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